8.3. Arbori binari ordonati

8.3.1. Definitii
e Structura de arbore binar poate fi utilizatd pentru a reprezenta in mod convenabil o
multime de elemente, in care elementele se regasesc dupa o cheie unica.

e Se presupune cd avem o multime de n noduri definite ca articole, fiecare
avand cate o cheie care este numar intreg.

e Dacai cele n articole se organizeaza intr-o structura de lista liniara, cautarea
unei chei necesita in medie n/2 comparatii.

e Dupa cum se va vedea in continuare, organizarea celor n articole intr-o
structura convenabild de arbore binar, reduce numarul de cautari la
maximum log,n.

e Acest lucru devine posibil utilizand structura de arbore binar ordonat.

e Prin arbore ordonat se intelege un arbore binar care are proprietatea ca,
parcurgand nodurile sale in inordine, secventa cheilor este monoton crescatoare.

e Un arbore binar ordonat se bucura de urmatoarea proprietate:

o Daci n este un nod oarecare al arborelui, avand cheia c, atunci:
» Toate nodurile din subarborele stang a lui n au cheile mai mici sau
egale cu c
* Toate nodurile din subarborele drept al lui n au chei mai mari sau
egale cu c.

e De aici rezulta un procedeu foarte simplu de cautare:

o Incepand cu radacina, se trece la fiul stang sau la fiul drept, dupa cum cheia
cautatd este mai mica sau mai mare decat cea a nodului curent.

e Numdrul comparatiilor de chei efectuate In cadrul acestui procedeu este cel mult
egal cu inaltimea arborelui.

e Din acest motiv acesti arbori sunt cunoscuti si sub denumirea de arbori binari de
cautare (“Binary Search Trees”).

e In general indltimea unui arbore nu este determinata de numarul nodurilor sale.

o Spre exemplu cu cele 9 noduri precizate 1n fig.8.3.1.a se poate construi atat
arborele ordonat (a) de Tndltime 4 cat si arborele ordonat (b) de indltime 6.



Fig.8.3.1.a. Arbori binari ordonati de diferite Tnaltimi

e Este simplu de observat ca un arbore are Inaltimea minima daca fiecare nivel al sau
contine numarul maxim de noduri, cu exceptia posibila a ultimului nivel.

e Deoarece numirul maxim de noduri al nivelului i este 2*7*, rezulti ci iniltimea
minima a unui arbore binar cu n noduri este:

hmin = ’_logZ (n + 1)—‘
e Prin aceasta se justifica si afirmatia ca o cautare Intr-un arbore binar ordonat necesita
aproximativ log,n comparatii de chei
o Se precizeaza insd, cd aceastd afirmatie este valabila in ipoteza ca nodurile s-
au organizat intr-o structurd de arbore binar ordonat de iniltime
minima.

e Daca aceasta conditie nu este satisfacutd, eficienta procesului de cautare poate fi
mult redusa, in cazul cel mai defavorabil arborele degenerand intr-o structurd de
lista liniara.

e Aceasta se Intampla cand subarborele drept (stang) al tuturor nodurilor este vid, caz

in care indltimea arborelui devine egala cu n, iar cutarea nu este mai eficienta decat
cautarea intr-o lista liniara ( O (n/2)).

8.3.2. Tipul de date abstract arbore binar ordonat

e iIntr-o manierd similard celei in care au fost definite tipurile de date abstracte pe
parcursul acestui curs, si in cazul arborilor binari ordonati se poate defini un astfel
de tip.

® Acesta presupune desigur:
® Definirea modelului matematic asociat si

® Precizarea setului de operatori.



e C(Ca si pentru celelalte structuri studiate si in acest caz este greu de definit un set de
operatori general valabil.

® Din multimea seturilor posibile se propune setul prezentat in [8.3.2.a].

TDA Arbore Binar Ordonat (ABO)

Modelul matematic: este un arbore binar, fiecare nod avand
asociatda o cheie specifica. Pentru fiecare nod al
arborelui este valabild urmdatoarea proprietate: cheia
nodului respectiv este mai mare decdt cheia oricdarui nod
al subarborelui sdu stdng si mai mica decat cheia
oricdarui nod al subarborelui sau drept.

Notatii:
TipCheie - tipul cheii asociate structurii nodului
TipElement - tipul asociat structurii unui nod
RefTipNod - referinta la un nod al structurii
TIpABO - tipul arbore binar ordonat
b: TipABO;
X,k:z TipCheie;
e: TipElement;
p: RefTipNod;
[8.3.2.a]
Operatori:
1. Creaza(b: TipABO); - procedurd care creazd arborele
binar vid b;

2. Cauta(x: TipCheie, b: TipABO): RefTipNod; - operator
functie care cautd in arborele b un nod avand cheia
identica cu X returnédnd referinta la nodul in cauzad
respectiv indicatorul vid daca un astfel de nod nu
existd;

3. Actualizeaza(e: TipElement, b: TiIpABO); - cautd nodul
din arborele b care are aceeasi cheie cu nodul e si 1i
modifica continutul memorand pe € in acest nod. Daca
un astfel de nod nu existd, operatorul nu realizeaza
nici o actiune;

4. Insereaza(e: TipElement, b: TipABO); - insereazd
elementul € in arborele b astfel incdt acesta si
ramdna un ABO;

5. SuprimaMin(b: TipABO, e: TipElement); - extrage nodul
cu cheia minimd din arborele cu radacina b si 11
returneazd in €. In urma suprimdrii arborele b r&mane
un ABO;

6. Suprima(x: TipCheie, b: TIpABO); - suprimd nodul cu
cheia X din arborele b, astfel incit arborele s&
ramdna ordonat. Dacd nu existd un astfel de nod,
procedura nu realizezd nimic.

8.3.3. Tehnici de cautare in arbori binari ordonati



® Fie b o referintd care indicd radacina unui arbore binar ordonat, ale carui noduri au
structura definita in [8.3.3.a] si

e Fie x un numadr intreg dat.

e In aceste conditii functia Cauta (x,b) precizati in secventa [8.3.3.b] executi ciutarea
acelui nod apartinind arborelui b care are cheia egald cu x,

e (Cautarea se realizeaza in conformitate cu procedeul descris in paragraful anterior.

e Functia Cauta returneazd valoarea NIL dacd nu gaseste nici un nod cu cheia x,
altminteri valoarea ei este egald cu pointerul care indica acest nod.

{Structura de date Arbore Binar Ordonat}

TYPE RefTipNod="TipNod;
TipNod=RECORD

cheie: TipCheie; [8.3.3.a]
stang,drept: RefTipNod;
END;

{Cautare in ABO (Varianta iterativa)}

FUNCTION Cauta (x:TipCheie; VAR b:TipABO) :RefTipNod;
VAR gasit:boolean;
BEGIN
gasit:=false;
WHILE (b<>NIL) AND NOT gasit DO [8.3.3.b]
BEGIN
IF b”.cheie=x THEN gasit:=true ELSE
IF x<b”.cheie THEN b:=b".stang ELSE
b:=b”.drept
END;
Cauta:=b
END; {Cauta}

® Acelasi proces de cautare poate fi implementat si in varianta recursiva tinand cont de
faptul ca arborele binar este definit ca si o structura de date recursiva.

® Varianta recursiva a cautarii apare 1n secventa [8.3.3.c].

e Se face 1nsa precizarea ca aceastd implementare este mai putin performanta
deoarece principial cautarea in arborii binari ordonati este o operatie pur
secventiala care nu necesitd memorarea drumului parcurs.

{Cautare in ABO (Varianta recursiva)}

FUNCTION CautaRecursiv (x:TipCheie; b:TipABO) :RefTipNod;
BEGIN
IF b=NIL THEN

CautaRecursiv:=b
ELSE



IF x<b”.cheie THEN
b:=CautaRecursiv (x,b”".stang) [8.3.3.c]
ELSE

IF x>b.cheie THEN

b:=CautaRecursiv (x,b".drept)
ELSE
CautaRecursiv:=b
END; {CautaRecursiv}

8.3.4. Insertia nodurilor in ABO. Crearea arborilor binari ordonati

In cadrul acestui paragraf se trateazi:
® (1) Insertia nodurilor intr-un arbore binar ordonat

® (2) Problema constructiei unui arbore binar ordonat, pornind de la o multime
data de noduri.

Procesul de creare al unui ABO consta in insertia cate unui nod intr-un arbore binar
ordonat care initial este vid.

e Problema care se pune este aceea de a executa insertia de o asemenea maniera
incat arborele sa ramana ordonat si dupa adaugarea noului nod.

® Acesta se realizeaza traversand arborele incepand cu radacina si selectand fiul
stang sau fiul drept, dupa cum cheia de inserat este mai mica sau mai mare
decat cheia nodului parcurs.

® Aceasta proces se repeta pana cand se ajunge la un pointer NIL.

® [n continuare insertia se realizeaza modificand acest pointer astfel incat sa indice
noul nod.

Se precizeaza ca insertia noului nod trebuie realizatd chiar dacd arborele contine deja un
nod cu cheia egala cu cea noua.

® In acest caz, daca se ajunge la un nod cu cheia egald cu cea de inserat, se
procedeaza ca si cum aceasta din urma ar fi mai mare, deci se trece la fiul drept
al nodului curent.

e In felul acesta la parcurgerea in inordine a arborelui binar ordonat se obtine o
metoda de sortare stabila (Vol.1 &3.1).

In fig.8.3.4.a se prezinta insertia unei noi chei cu numarul 8 in structura existentd de
arbore ordonat.

e La parcurgerea in inordine a acestui arbore, se observa ca cele doud chei egale sunt
parcurse in ordinea in care au fost inserate.
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Fig.8.3.4.a. Insertia unui nod nou cu o cheie existenta

® |n continuare se prezintd o procedura recursiva pentru insertia unui nod intr-un arbore
binar ordonat, astfel incat acesta sa raimana ordonat.

® Se precizeaza ca initial, arborele poate fi vid.
e Structura de arbore la care se vor face referiri este cea precizata in secventa [8.3.3.a].

® Procedura Insereazal realizeazad insertia unui nod cu cheia x intr-un arbore binar
ordonat [8.3.4.a].

e Se precizeaza ca x este un numar intreg reprezentand cheia nodului de inserat si

{Insertia unui nod intr-un arbore binar ordonat (Varianta 1)}

PROCEDURE Insereazal (x:TipCheie; VAR b:TipARO) ;
BEGIN
IF b<> NIL THEN
IF x<b”.cheie THEN
Insereaza (x,b”.stang)
ELSE
Insereaza (x,b”.drept) [8.3.4.a]
ELSE {b este NIL}
BEGIN
new (b); {completarea inlantuirii}
b”.cheie:=x; b*.stang:=NIL; b".drept:=NIL
END
END; {Insereazal}

e Se observa cd pentru functionarea corectd a acestei proceduri este esential ca b sa fie
parametru variabil, deoarece numai astfel noua valoare pe care o primeste b prin
instructiunea new (b) , se asigneaza si parametrului actual corespunzator.

e In secventa [8.3.4.b] se prezintd un fragment de program principal care utilizeaza
procedura de mai sus in vederea credrii unui arbore binar ordonat.

® Se presupune ca:



® (1) Toate cheile sunt diferite de zero,
® (2) Cheile se citesc de la dispozitivul de intrare

® (3) Secventa de chei se incheie cu o cheie fictiva egala cu zero pe post
de terminator.

{Constructia unui arbore binar ordonat}

VAR radacina:RefTipNod;
c:TipCheie;
BEGIN
radacina:=NIL;

Read (c) ; [8.3.4.0b]
WHILE c<>0 DO
BEGIN
Insereaza (c, radacina) ;
Read (c)
END

® In continuare se descrie o varianta nerecursiva a procedurii Insereaza.
® In cadrul acestei variante se disting doud parti si anume:

® (1) Parcurgerea arborelui pentru gasirea locului unde trebuie inserat noul
nod

® (2) Insertia propriu-zisa.

e Prima parte se implementeaza cu ajutorul a doi pointeri g1 si g2, urmand un algoritm
similar celui utilizat la liste (tehnica celor doi pointeri - Vol.1 &6.4.2).

e (Cei doi pointeri indica mereu doud noduri "consecutive" ale arborelui:
® g2~ este nodul curent (initial radacina),

® g1~ este fiul sdu stang sau fiul drept, dupa cum x, cheia care se cautd, este
mai mica respectiv mai mare decét cheia nodului curent indicat de g2.

® Pointerii avanseaza din nod 1n nod de-a lungul arborelui, pana cand pointerul g1
devine NIL, moment in care se realizeaza insertia propriu-zisa.

® Se precizeaza ca este nevoie si de o variabila intreagd d, pentru a preciza daca
nodul nou trebuie inserat ca fiu stang sau ca fiu drept al lui g2*.

® Aceasta variabila se asigneaza in timpul parcurgerii arborelui si se testeaza n
cadrul insertiei propriu-zise [Wi76].

e Spre deosebire de varianta recursiva in care traseul parcurs este memorat implicit de
catre mecanismul de implementare al recursivitdtii cu ajutorul unei stive, In acest caz nu
este nevoie de stiva intrucat nu trebuie sd se revina in arbore decat cu un singur nivel



(pentru a realiza inlantuirea), motiv pentru care sunt suficienti doi pointeri consecutivi
(fig.8.3.4.b (b)).
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Fig.8.3.4.b. Arbori binari ordonati. Tehnica celor doi pointeri

® Procedura care realizeaza insertia intr-un arbore binar ordonat in maniera nerecursiva
apare in secventa [8.3.4.c].

{Insertia in ABO (Varianta nerecursiva) }

PROCEDURE InsereazaNerecursiv (x:TipCheie; b:TipARO) ;
VAR gl,g2:RefTipNod;
d:integer;

BEGIN
g2:=b;
gl:=g2”.drept;
d:=1;
WHILE gl<>NIL DO
BEGIN
g2:=gl;
IF x<gl”.cheie THEN
BEGIN
gl:=gl”.stang;
d:=-1.
END
ELSE
BEGIN
gl:=gl”.drept; [8.3.4.c]
d:=1
END

END; { terminare parcurgere}
new(gl); {insertie}
gl”.cheie:=x;
gl”.stang:=NIL;
gl”.drept:=NIL
IF d<0 THEN {IF (x<g2”cheie) THEN ...}
g2”.stang:=ql
ELSE



g2” .drept:=ql
END; {InsereazaNerecursiv}

e Este usor de vazut cd aceastd procedurd functioneaza corect numai daca arborele are cel
putin un nod.

® Din acest motiv Tn implementarea structurii arborelui se utilizeaza tehnica nodului
fictiv.

e Astfel initial arborele va contine un nod fictiv a carui inlantuire pe dreapta indica primul
nod efectiv al arborelui.

e In aceasti acceptiune arborele binar vid arati ca si in figura 8.3.4.b.(a).

® Drept consecintd cei doi pointeri vor putea fi pozitionati In mod corespunzator chiar si
pentru arborele vid: g2 indica nodul fictiv iar g1 este NIL.

e De asemenea se face precizarea ca se poate renunta la variabila d.

e Faptul cd noul nod trebuie inserat ca fiu sting sau ca fiu drept al lui g2 se
stabileste comparand cheia Iui g2 cu cheia de inserat x.

® Acest procedeu este sugerat ca si comentariu in secventa [8.3.4.c.]

® Cu privire la crearea arborilor binari ordonati se poate mentiona faptul ca inaltimea
arborilor obtinuti prin procedurile prezentate, depinde de ordinea in care se furnizeaza
initial cheile.

e Astfel, daca spre exemplu secventa cheilor initiale este 5,3,8,2,4,7,9,1,
6, atunci se obtine arborele din figura 8.3.1.a stanga, avand o indltime minima

(4)

® Daca aceleasi chei se furnizeaza in ordinea 7,2,8,1,6,9,3,5,4 atunci
rezultd arborele mai putin avantajos din aceeasi figura dreapta cu inaltimea 6.

(2 ()
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OO © O @ O

Fig.8.3.1.a. Arbori binari ordonati de diferite indltimi (reluare)



e In cazul cel mai defavorabil, arborele poate degenera in lista liniard, lucru care se
intdmpla in cazul in care cheile sunt furnizate in vederea insertiei in secventa ordonata
crescator respectiv descrescator (fig.8.3.4.c.(a),(b)).

/
@ \@ @ (b)

Fig.8.4.3.c. Arbori binari ordonati degenerati in liste liniare.

e Este evident faptul ca in astfel de situatii performanta cautdrii scade catastrofal fiind
practic egald cu cea a cautarii intr-o lista liniara ordonata.

e Din fericire, probabilitatea ca sd apara astfel de situatii este destul de redusa, fenomen ce
va fi analizat mai tarziu in cadrul acestui capitol.

8.3.5. Suprimarea nodurilor in arbori binari ordonati

® Se considera o structura de arbore binar ordonat si o cheie precizata x.

® Se cere sa se suprime din structura de arbore nodul avand cheia x.
e Pentru aceasta, in prealabil se cauta daca exista un nod cu o astfel de cheie.
e Daca nu, suprimarea s-a incheiat si se emite eventual un mesaj de eroare.

® In caz contrar se executd suprimarea propriu-zisd, de o asemenea maniera ncat
arborele sa ramand ordonat si dupa terminarea ei.

e Se disting doud cazuri, dupa cum nodul care trebuie suprimat are:
e (1) Cel mult un fiu
® (2) Doi fii.

® (1) Primul caz se rezolva conform figurii 8.3.5 (a,b,c) in care se prezinta cele trei
variante posibile.
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Fig.8.3.5.a. Suprimarea unui nod intr-un ABO. Cazul 1.
e Regula generala care se aplica in acest caz este urmatoarea:

e Fie p campul referinta apartinand tatdlui nodului x, referintd care indica
nodul x.
® Valoarea lui p se modifica astfel incat acesta sa indice unicul fiu al lui x

(daca un astfel de fiu exista - fig. 8.3.5.a (a),(b)) sau in caz contrar p
devine NIL (fig.8.3.5.a (c)).

e Fragmentul de cod care apare 1n continuare ilustreaza acest procedeu [8.3.5.a].

{Suprimarea unui nod intr-un ABO. Cazul 1: nodul de suprimat
are un singur sau nici un fiu}

q:=p;
IF g”.drept=NIL THEN
p:=g”.stang
ELSE [8.3.5.a]
IF g”.stang=NIL THEN
p:=gq”.drept;

e (Ca exemplu, se prezintd iIn continuare implementarea operatorului SuprimaMin care

suprima si in acelasi timp returneaza cel mai mic element al unui arbore binar ordonat
(secventa [8.3.5.b]).

e Cel mai mic element al unui arbore binar ordonat, este cel mai din stidnga nod al
arborelui, nod la care se ajunge inaintdnd mereu spre stinga pornind de la
radacind.

® Primul nod care nu are inlantuire spre stanga (nu are fiu stang) este nodul cautat.

e Suprimarea lui este imediata in baza procedeului precizat mai sus.

{Operatorul SuprimaMin in ABO}

PROCEDURE SuprimaMin (VAR b:TipABO; VAR min:TipElement) ;



VAR temp:RefTipNod;
BEGIN
IF b<>NIL THEN
IF b~.stang<>NIL THEN
SuprimaMin (b”.stang, min)

ELSE
BEGIN [8.3.5.b]
min:=b".info; temp:=b;
b:=b".drept; {suprimare}
DISPOSE (temp)
END

END; {SuprimaMin}

® [ntr-o maniera similara se poate implementa operatorul SuprimaMax

® Acesta realizeaza suprimarea celui mai mare nod al arborelui, care este evident
nodul situat cel mai la dreapta in arbore.

® (2) Cel de-al doilea caz, in care nodul cu cheia x are doi fii se rezolva astfel:

1. Se cautd predecesorul nodului de suprimat x in ordonarea in inordine a
arborelui.

® Fie acesta y. Se demonstreaza ca nodul y exista si ca el nu are fiu
drept.

2. Se modificd nodul x, asignand toate campurile sale, cu exceptia cimpurilor
sténg si drept cu campurile corespunzatoare ale lui y.

e in acest moment in structura de arbore, nodul y se giseste in
dublu exemplar: in locul sau initial si n locul fostului nod x.

3. Se suprima nodul y initial, conform fragmentului [8.3.5.a] deoarece nodul nu
are fiu drept.

e Cuprivire la nodul y, se poate demonstra ca el se detecteaza dupa urmatoarea metoda:

e Se construieste o secventa de noduri care incepe cu fiul sting al lui x, dupa care
se alege drept succesor al fiecarui nod, fiul sau drept

e Primul nod al secventei care nu are fiu drept este y (fig.8.3.5.b).

e Este de fapt cel mai mare nod al subarborelui sting al subarborelui
binar care are radacina x.



Fig. 8.3.5.b. Suprimarea unui nod intr-un ABO. Cazul 2.

® Procedura care realizeaza suprimarea unui nod intr-o structurd de arbore binar
ordonat apare in secventa [8.3.5.c].

® Procedura locald SuprimaPred, cautd predecesorul in inordine al nodului x,
realizand suprimarea acestuia conform metodei descrise (are cel mult un fiu).

® Dupa cum se observd, procedura SuprimaPred se utilizeazd numai in
situatia 1n care nodul x are doi fii.

{Suprimarea unui nod intr-un ABO. Cazul 2: nodul de suprimat
are doi fii}

PROCEDURE Suprima (x:TipCheie; VAR b:TipABRO) ;
VAR g:RefTipNod;

PROCEDURE SuprimaPred (VAR r:RefTipNod) ;
BEGIN
IF r*.drept<>NIL THEN
SuprimaPred (r”.drept)
ELSE

BEGIN
g”.cheie:=r".cheie;
g”.numar:=r”.numar;

g:=r;
r:=r”.stang
END

END; {SuprimaPreded}

BEGIN {Suprimare}
IF b=NIL THEN
WRITELN (' nodul nu se gaseste') [8.3.5.c]



ELSE
IF x<p”~.cheie THEN
Suprimare (x,p".stang)
ELSE
IF x>p”.cheie THEN
Suprimare (x,p” .drept)
ELSE
BEGIN
q:=p;
IF g”.drept=NIL THEN
p:=g”.stang
ELSE
IF g*.stang=NIL THEN
p:=q”.drept
ELSE
SuprimaPred (g”.stang) ;
{DISPOSE (q) }
END

END; {Suprimare}

® Procedura SuprimaPred:

® (1) Gaseste pointerul r care indicd nodul avand cea mai mare cheie, dintre
cheile subarborelui stang, al arborelui care are drept radacind nodul cu cheia x
(nodul de suprimat).

e (2) Inlocuieste cAmpurile nodului cu cheia x, indicat de pointerul q, cu
campurile nodului indicat de r (cu exceptia inlantuirilor)

e Suprimad nodul indicat de r, acesta din urma avand un singur fiu (sau niciunul).
e Pentru a ilustra comportarea acestei proceduri 1n fig.8.3.5.c se prezinta:
e O structura de arbore binar ordonat (a),

® Din care se suprimd in mod succesiv nodurile avand cheile 7, 8, 4, si 6
(fig.8.3.5.c (b-e)).

i

(d)



Fig. 8.3.5.c. Suprimarea nodurilor intr-o structura de arbore binar ordonat

e Existd si o alta solutie de a rezolva suprimarea in cazul in care nodul x are doi fii si
anume:

1. Se cauta succesorul nodului x in ordonarea in inordine a cheilor arborelui.
Se demonstreaza ca el exista i ca nu are fiu stang.

2. Pentru suprimare se procedeaza analog ca si In cazul anterior, cu deosebirea
ca totul se realizeaza simetric (in oglinda).

e In acest caz de fapt se cautd nodul cu cea mai mica cheie a subarborelui drept al
subarborelui care-l are pe x drept radacina

e Pentru o mai buna intelegere a celor prezentate se reaminteste o proprietate a arborilor
binari ordonati:

® Proiectia pe abscisd a nodurilor unui arbore binar, conduce la ordonarea lor in
inordine.

® In cazul arborilor binari ordonati se obtine de fapt secventa ordonata a cheilor
arborelui.

8.3.6. Analiza cautarii in arbori binari ordonati

® In general, in activitatea de programare se manifestd o anumitd suspiciune fatd de
cautarea si insertia nodurilor intr-o structurd de arbore binar ordonat.

® Aceasta suspiciune este motivatd de faptul ca programatorul in general nu are controlul
cresterii arborelui si ca atare nu poate anticipa cu suficientd precizie forma acestuia.

® Dupd cum s-a precizat, efortul de cautare al unei chei variaza intre O(log: n) pentru
arborele binar perfect echilibrat (de indltime minimd) si  O(n/2) pentru arborele
degenerat intr-o lista liniara.

® Cele doua situatii reprezintd extremele situatiilor reale iar probabilitatea ca ele sa apara
in este in general redusa [Wi76].

e (Cazul general care va fi analizat in continuare, se refera la:

® Determinarea lungimii medii a, a drumului de cautare, corespunzator tuturor
celor n chei si tuturor celor n! arbori care pot fi generati pornind de la cele n'!
permutdri ale celor n chei originale.

® Se considera ca cele n chei sunt distincte avand valorile 1,2, ..., n, si se
presupune ca sosesc in ordine aleatoare cu o distributie normald a probabilitatii
de aparitie.

e In acest context lungimea medie a drumului de ciiutare intr-un arbore binar
cu n noduri, a, se defineste ca fiind o suma de n termeni, fiecare termen fiind
produsul dintre nivelul unui nod al arborelui si probabilitatea sa de acces.



e Daca se presupune ca toate nodurile sunt n mod egal céutate (au probabilitatea
de acces 1/n), atunci formal lungimea medie a drumului de cautare a, apare n
[8.3.6.a] unde p; este lungimea drumului la nodul i (adincimea nodului 1).

® (alculand valoarea lungimii medii a drumului de cautare a, se ajunge la formula
recursiva [8.3.6.g].

® Pe de alta parte, a, poate fi exprimat intr-o forma nerecursiva utilizaind termenii functiei
armonice H [8.3.6.h] dupd cum se prezinta in relatia [8.3.6.1]

Hn=1+l+l+...+l [8.3.6.h]
3 n
n+l
n=2—H,-3 [8.3.6.1]
n

e Se poate verifica faptul cd relatia [8.3.6.1] verificd relatia recursiva [8.3.6.g].

e Dar valoarea aproximativa a lui H, poate fi determinatd in baza formulei lui Euler
[8.3.6.j].

undey~= 0.577 este constanta lui Euler.

e Daca se Inlocuieste aceastd valoare in formula [8.3.6.i] rezultd urméatoarea valoare
pentru lungimea media a drumului de cautare intr-un arbore binar ordonat
oarecare cu n chei [8.3.6.k].

e Intrucat lungimea medie a drumului de cautare intr-un arbore binar perfect echilibrat
este [8.3.6.1]:



e Neglijand termenii constanti care pentru valori mari ale lui n devin neglijabili, obtinem
relatia finald [8.3.6.m].

. a 2In(n)  2In(n)
n = =2In2~1.386 8.3.6.m
lme =300 60 = 18:3-6:m]

In2

e Concluzia este cd inlocuind arborele binar perfect echilibrat cu un arbore binar
aleatoriu, efortul de cautare creste in medie cu 39 %.

® Desigur, cresterea acestui efort poate fi mult mai mare, daca arborele aleatoriu este
nefavorabil, spre exemplu degenerat intr-o listd, dar aceasta situatie are o probabilitate
foarte mica de a se realiza.

® Cele 39 % impun practic limita efortului aditional de calcul care poate fi cheltuit in mod
profitabil pentru reorganizarea structurii dupd inserarea cheilor.

e In acest sens un rol esential 1l joacd raportul dintre numarul de accese la noduri
(cautdri) si numarul de insertii realizate in arbore.

e Cu cat acest raport este mai mare cu atat reorganizarea structurii este mai justificata.

® In general valoarea 39 % este suficient de redusd pentru ca in majoritatea aplicatiilor sa
se recurgd la tehnici directe de inserare si sd nu se facd uz de reorganizare decat in
situatii deosebite.

8.3.7. Arbori binari partial ordonati
e O structurd aparte de arbore binar o reprezinta structura de arbore binar partial ordonat.

e (aracteristica esentiala a unui astfel de arbore este aceea ca cheia oricdrui nod nu este
mai mare (micd) decat cheile fiilor sai.

e Un exemplu de astfel de arbore apare in figura 8.3.7.a.



Fig.8.3.7.a. Arbore binar partial ordonat

® Deoarece un arbore binar partial ordonat este de fapt un arbore binar, se poate realiza o
reprezentare eficientd a sa cu ajutorul unui tablou liniar aplicand tehnica specificata la
paragraful 8.2.4.1.

® Aceasta reprezentare este cunoscuta si sub numele de ansamblu (heap) si a fost definita
in partea I (sortare prin metoda ansamblelor - Vol.1 &3.2.5.)

e La o analizd mai atentd se observa ca de fapt un ansamblu este din punct de vedere al
reprezentarii un arbore binar complet.

e Spre exemplu arborele binar partial ordonat din figura 8.3.7.a apare reprezentat ca un
ansamblu 1n figura 8.3.7.b.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
14 |6 [11 ]9 |7 |16 |15 14 [19 |10 |

Fig.8.3.7.b. Reprezentarea unui arbore binar partial ordonat ca un ansamblu

e Structura ansamblu permite implementarea eficienta si foarte eleganta atat a unor
metode de sortare (sortarea prin metoda ansamblelor - Vol.1 &3.2.5) cat si a
unor structuri de date derivate din liste (cozi bazate pe prioritate - Vol.l
&6.5.5.3).

8.3.8. Aplicatii ale arborilor binari ordonati

8.3.8.1. Problema concordantei

e In cadrul acestui paragraf se propune reluarea problemei concordantei prezentati in
Vol.1 si rezolvarea ei cu ajutorul structurilor de date de tip arbore.

e Se reaminteste cd problema concordantei consta de fapt in determinarea frecventelor
de acces ale cuvintelor unui text.

® Problema se formuleaza astfel:
e Se considera un text format dintr-o succesiune de cuvinte.
® Se parcurge textul si se delimiteazd cuvintele.
® Pentru fiecare cuvant se verifica daca este sau nu la prima aparitie.

® [n caz afirmativ cuvantul se inregistreaza si contorul asociat se initializeaza pe
valoarea 1

e In caz negativ se incrementeaza contorul asociat cuvantului care memoreaza
numadrul de aparitii



e in final se dispune de lista (ordonati) a tuturor cuvintelor si de numarul de
aparitii ale fiecaruia.

e In acest scop, nodurile reprezentind cuvintele sunt organizate intr-o structurid de
arbore binar ordonat, pornind de la un arbore vid.

® Procesul se desfagoard dupa cum urmeaza
e Se citeste un nou cuvant si se cauta in arbore:
e Daca nu se gaseste atunci cuvantul se insereaza

e Daca cuvantul se gaseste, atunci se incrementeaza contorul de aparitii al
cuvantului respectiv

® Procesul continua pana la epuizarea tuturor cuvintelor textului analizat

e Se presupune ca un nod al structurii arbore binar ordonat are structura precizata in
secventa [8.3.8.1.a].

{Problema concordantei. Implementare bazatd pe arbori binari

ordonati}

TYPE RefTipNod="cuvant
cuvant=RECORD
cheie:integer; [8.3.8.1.a]
contor:integer;

stang, drept:RefTipNod
END;

vvvvv

PROGRAM Concordanta;

TYPE RefTipNod="cuvant;
cuvant=RECORD
cheie:integer;
contor:integer;
stang, drept:RefTipNod
END;
VAR radacina:RefTipNod; cuv:integer;

PROCEDURE Imprarbore (r:RefTipNod) ;
BEGIN
IF r<>NIL THEN
BEGIN
Imprarbore (r".stang) ;
WRITELN (r”*.cheie, r”.contor);
Imprarbore (r".drept)
END
END; {Imprarbore}

PROCEDURE Cauta (x:integer; VAR p:RefTipNod) ;
BEGIN



IF p=NIL THEN {cuvédntul nu se gdseste, deci insertie}
BEGIN
new (p) ; [8.3.8.1.b]
p”.cheie:=x; p”.contor:=1;
p”.stang:=NIL; p”.drept:=NIL
END
ELSE
IF x<p”.cheie THEN
Cauta (x,p”.stang)
ELSE
IF x>p”.cheie THEN
cauta (x,p” .drept)
ELSE {cuvantul s-a gdsit, incrementare contor}
p”.contor:=p”~.contor+l
END; {Cauta}

BEGIN {PROGRAM principal}
radacina:=NIL; {*}
Read (cuv) ;
WHILE cuv<>0 DO
BEGIN

Cauta (cuv, radacina) ;
Read (cuv)
END;
Imprarbore (radacina)
END.

e Pentru simplificare se presupune ca textul analizat constd dintr-o succesiune de
numere intregi care modeleaza cuvintele textului, iar cifra O este utilizatd ca
terminator.

e Textul se introduce prin furnizarea numerelor de la tastatura.

® Procedura Cauta realizeaza urmatoarele:
® (1) Cauta cheia cuv in arborele indicat de pointerul radacina
® (2) Daca nu o gaseste, insereaza cheia in arbore
® (3) Daca gaseste cheia incrementeaza contorul corespunzator

® Dupd cum se observa, aceastd procedura este o combinatie a cautarii si creearii arborilor
binari ordonati.

e Metoda de parcurgere a arborelui este cea prezentatd la cadutarea 1n arbori binari
ordonati varianta recursiva (&8.3.3)

e Dacd nu se gaseste nici un nod cu cheia cuv atunci are loc insertia similara celei
utilizate in cadrul procedurii Insereazal definita la insertia in arbori binari ordonati
varianta 1 ( &8.3.4)

® Procedura recursiva Imprarbore parcurge nodurile arborelui in inordine afisandu-le
unele sub altele, fard a reflecta insd si structura arborelui, element care diferentiaza
aceasta procedura de cea prezentata in secventa [8.2.7.1.a.].



8.5. Arbori binari echilibrati. Arbori AVL
8.5.1. Definirea arborilor echilibrati AVL

e Din analiza cautarii in arbori binari ordonati prezentatd in &8.3.6. rezulta in mod
evident ca o procedura de inserare care restaureaza structura de arbore astfel incat ea sa
fie tot timpul perfect echilibrata nu este viabild, deoarece activitatea de restructurare
este foarte complexa.

e Cu toate acestea sunt posibile anumite ameliorari, daca termenul "echilibrat" este
definit intr-o manierd mai putin stricta.

e Astfel de criterii de echilibrare "imperfecta" pot conduce la tehnici mai simple de
reorganizare a structurilor de arbori binari ordonati, al caror cost deterioreaza intr-o
masura redusa performanta medie de cautare.

e Una dintre aceste definitii ale echilibrarii arborilor binari ordonati este cea propusa de
Adelson, Velskii si Landis in 1962 si care are urmatorul enunt:

e Un arbore binar ordonat este echilibrat daca si numai dacd inaltimile celor doi
subarbori ai sdi diferd cu cel mult 1.

® Arborii care satisfac acest criteriu se numesc "arbori AVL" dupa numele inventatorilor.
® In cele ce urmeaza, acesti arbori vor fi denumiti "arbori echilibrati”.

e Se atrage atentia asupra faptului ca arborii perfect echilibrati sunt de asemenea
arbori de tip AVL.

® Aceasta definitie are cateva avantaje:
® (1) Este foarte simpla
® (2) Conduce la o procedura viabilad de re-echilibrare

® (3) Asigura o lungime medie a drumului de cautare practic identica cu cea a
unui arbore perfect echilibrat.

e In acest context se vor studia urmtorii operatori definti in cadrul structurii arbore
echilibrat:

1° Insertia unui nod cu o cheie dat3;

2° Suprimarea unui nod cu o cheie data.

e Toti acesti operatori necesitd un efort de calcul de ordinul O(log n), unde n este
numarul nodurilor structurii, chiar in cel mai defavorabil caz.

e Optimul este atins de arborii echilibrati avand un numér de noduri n=2"-1.



8.5.2. Insertia nodurilor in arbori echilibrati AVL

® Se da un arbore AVL avand rddacina R si pe S de indltime hs si pe D de indltime hp, pe
post de subarbori stang respectiv drept

e Se cere sa se insereze un nod nou in acest arbore.
e In cazul insertiei se pot distinge trei cazuri.

e Se presupune ca nodul nou se insereaza in subarborele sting S, determinand
cresterea cu 1 a Tnaltimii acestuia.

1. hs=hp : in urma insertiei S si D devin de indltimi inegale, fard insa a
viola criteriul echilibrului.

2. hg<hp : In urma insertiei S si D devin de 1naltimi egale, echilibrul fiind
imbunatatit.

3. hg>hp: criteriul echilibrului este violat si arborele trebuie reechilibrat.
e Astfel, in arborele echilibrat din figura 8.5.3.a:

e Nodurile 9 sau 11 pot fi inserate fara reechilibrare.

e [Insertia unuia din nodurile 1, 3, 5 sau 7 necesita insa reechilibrarea arborelui.
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Fig.8.5.3.a. Arbore echilibrat AVL

® O analiza atenta a situatiilor posibile care rezulta in urma insertiei evidentiaza faptul ca
exista numai doua configuratii care necesita tratamente speciale.

e Celelelate configuratii pot fi reduse la aceste doua situatii din considerente de simetrie.

® Prima situatie se referd la insertia nodurilor 1 sau 3 in arborele reprezentat cu
linie continua in figura 8.5.3.a

® (ea de-a doua sitatie se referd la insertia nodurilor 5 sau 7 in arborele din figura
8.53.a

® C(Cele doua situatii sunt prezentate in figurile 8.5.3.b si 8.5.3.c, fiecare in cate trei
ipostaze (a), (b) si (c) care evolueaza de la simplu la complicat.



® C(Cele doua situatii sunt denumite cazul "1 Stanga" respectiv cazul "2
Stanga".

® Ambele cazuri presupun cresterea subarborelui sting S, ca atare reprezinta
un caz stanga.

e (Cazul 1 Stinga presupune cresterea subarborelui sting al
subarborelui stang al arborelui in cauza,

e (Cazul 2 Stanga presupune cresterea subarborelui drept al
subarborelui stang al arborelui in cauza.

Elementele addugate prin insertie apar cu linie punctata.
Prin transformari simple, structurile de arbori se reechilibreaza.

e In cazul 1 Stinga este vorba despre o rotatie simpld de doua noduri A
respectiv B

e In cazul 2 Sténga este vorba despre o rotatie dubla in care sunt implicate
trei noduri: A, B si C.

e Se subliniaza faptul cd arborii AVL fiind arbori ordonati,
singurele misgcari permise ale nodurilor sunt cele pe verticala.

Pozitiile relative ale proiectiilor pe orizontald ale nodurilor apartindnd unui
arbore AVL, trebuie sa ramana nemodificate.

(@)
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Fig.8.5.3.b. Echilibrarea arborilor AVL. Cazul 1Stanga
) 4 v

SNOE ()

?’5‘ 1 Bi4)
N P 4=
1 3 I7I
A\ hY
4L
4
o ()
A

@)

(b) il
A // /—/ @ c
(O - @S
ey 3
O O

te

4
\
~




Fig.8.5.3.c. Echilibrarea arborilor AVL. Cazul 2 Stanga

® Sinteza acestor cazuri precum $i modul sintetic in care se realizeaza procesul de
echilibrare pentru cazurile pe stanga sunt prezentate in figurile 8.5.3.d si 8.5.3.e.

SS »S SD->DS D —DD

SDS SDD

SS SDS -»SD SDD —»DS D—DD

Fig.8.5.3.e. Echilibrarea arborilor AVL. Cazul 2 Stanga. Schema generala



® Aceleasi scheme sintetice de data aceasta pentru cazurile pe dreapta apar in
figurile 8.5.3.f respectiv 8.5.3.g.

e Este vorba despre cazurile 1 respectiv 2 Dreapta.

DS—»>SD DD-D

Fig.8.5.3.f. Echilibrarea arborilor AVL. Cazul 1 Dreapta. Schema generala

§-58S DSS—SD DSD-DS DD

Fig.8.5.3.g. Echilibrarea arborilor AVL. Cazul 2 Dreapta. Schema generala

® De aceasta datd a crescut subarborele drept al arborelui original §i e necesard
reechilibrarea.

e Inoglindi cu cazurile pe stAnga si aici distingem:



e (Cazul 1 Dreapta care presupune cresterea subarborelui drept al subarborelui
drept al arborelui original,

e (Cazul 2 Dreapta care presupune cresterea subarborelui stang al subarborelui
drept al arborelui original.

® Siaici reechilibrarea se rezolva prin una sau doua rotatii ale nodurilor A si B, respectiv
ale nodurilor A, B si C.

e Principial procesului de echilibrare impreuna cu modalitatea efectiva de restructurare
apar pentru fiecare din cele doua cazuri in figurile mai sus precizate.

e Un algoritm pentru insertie si reechilibrare depinde In mod critic de maniera in care este
memorata informatia referitoare la situatia echilibrului arborelui.

® O solutie este aceea prin care se atribuie fiecarui nod un factor explicit de echilibru.

o Factorul de echilibru se refera la subarborele a carui radacina o constituie nodul
1n cauza.

e Factorul de echilibru al unui nod, va fi interpretat ca si diferenta dintre naltimea
subarborelui sdu drept si indltimea subarborelui siu stang.

e In acest caz structura unui nod devine [8.5.3.a]:

{Structura unuil nod al unul arbore AVL}

TYPE TipRef="TipNod
TipNod=RECORD
cheie:integer; [8.5.3.a]
contor:integer;
stang, drept:TipRef;
ech: (-1,0,+1)
END;

e Pornind de la structura de nod definitd in secventa [8.5.3.a], insertia unui nod se
desfasoara in trei etape:

1. Se parcurge arborele binar, pentru a verifica daca nu cumva cheia exista deja
2. Se insereazad noul nod si se initializeaza factorul sdu de echilibru pe valoarea zero

3. Se revine pe drumul de cautare si se verifica factorul de echilibru pentru fiecare
nod intalnit, procedandu-se la echilibrare acolo unde este cazul

® Desi aceastd metoda necesita unele verificari redundante:

® (data echilibrul stabilit, nu mai este necesara verificarea factorului de
echilibru pentru stramosii nodului

e Pentru moment se va face totusi uz de ea, deoarece:



e (1) Este usor de inteles

® (2) Se poate implementa printr-o extindere a procedurilor recursive de cautare si
insertie a nodurilor in arbori binari ordonati, descrise in & 8.3.4.

Aceste proceduri care includ operatia de cautare a unui nod, datoritd formularii lor
recursive, asigurd in maniera implicitd "revenirea de-a lungul drumului de ciutare".

Informatia care trebuie transmisa la revenirea din fiecare pas este cea referitoare la
modificarea inéltimii subarborelui in care s-a facut insertia.

® Din acest motiv, in lista de parametri ai procedurii se introduce parametrul variabil
de tip boolean h, a cdrui valoare "adevarat" semnificd cresterea inaltimii
subarborelui.

e Se presupune cd procedura de insertie revine din subarborele sting la un nod p”*
(vezi fig.8.5.3.h), cu indicatia cd iniltimea sa a crescut

e Se pot distinge trei situatii referitoare la Indltimea subarborelui inaintea respectiv
dupa realizarea insertiei:

1. hs<hp, deci p”~.ech=+1; Dupa insertie factorul de echilibru devine
p” .ech=0, ca atare inechilibrul anterior referitor la nodul p a fost
rezolvat;

2. hgs=hp, deci p”.ech=0; Dupa insertie factorul de echilibru devine
p” .ech=-1, in consecinta greutatea este acum inclinata spre stinga, dar
arborele ramane echilibrat in sensul AVL;

3. hg>hp, deci p”.ech=-1; ca atare este necesard reechilibrarea
arborelu.

©) )

&

S D S D
Caz 1 Stanga Caz 2 Stanga

Fig.8.5.3.h. Insertia in arbori AVL. Cazul Stanga. Schema generala



e In cazul 3°, inspectarea factorului de echilibru al radicinii subarborelui sting
(p1”.ech) conduce la stabilirea cazului 1 Stanga sau cazul 2 Stanga.

® (1) Daca acest nod are la randul sdu indltimea subarborelui sdu stang mai mare
ca cea a celui drept, adica factorul de echilibru egal cu (-1), suntem in cazul 1
Stanga.

® (2) Daca factorul de echilibru al acestui nod este egal cu (+1) suntem in cazul
2 Stanga (fig. 8.5.3.h).

vvvvv

factor de echilibru nul [Wi76].
® (Operatia de reechilibrare consta dintr-o secventd de reasignari de pointeri.

e De fapt pointerii sunt schimbati ciclic, rezultdnd fie o rotatie simpla fie o
rotatie dubla a doua respectiv trei noduri implicate.

e In plus, pe langd rotirea pointerilor, factorii de echilibru respectivi sunt
reajustati.

® Procedura care realizeaza acest lucru apare 1n secventa[8.5.3.b]. Principiul de lucru este
cel ilustrat in figura 8.5.3.h.

{Insertia unui nod intr-un arbore echilibrat AVL}

PROCEDURE InsertEchilibrat (x:TipCheie; VAR p:TipRef;
VAR h:BOOLEAN) ;
VAR pl,p2:TipRef; {h=fals}

BEGIN
IF p=NIL THEN
BEGIN {cuvintul nu e arbore; se insereaza}
new (p); h:=TRUE;
p”.cheie:=x; p”*.contor:=1;
p”.stang:=NIL; p”.drept:=NIL; p”~.ech:=0

END
ELSE
IF x<p”~.cheie THEN
BEGIN

InsertEchilibrat (x,p”".stang, h);
IF h THEN {ramura stdngd a crescut in
indltime}
CASE p~.ech OF
+1: BEGIN
p”.ech:=0; h:=FALSE
END; [8.5.3.b]
0: pt.ech:=-1;
-1: BEGIN {reechilibrare}
pl:=p”.stang;
IF pl~.ech=-1 THEN
BEGIN {cazul 1 stanga}
p”.stang:=pl”.drept;
pl”.drept:=p;



p”.ech:=0; p:=pl

END

ELSE

BEGIN { cazul 2 stanga}
p2:=pl”.drept;
pl”.drept:=p2”.stang;
p2”.stang:=pl;
p”.stang:=p2”.drept;
p2” .drept:=p;
IF p2~.ech=-1 THEN

p".ech:=+1
ELSE
p”.ech:=0;

IF p2~.ech:=+1 THEN
pl”.ech:=-1

ELSE
pl”.ech:=0;
p:=p2
END;
p”.ech:=0; h:=FALSE
END
END {CASE}
END [8.5.3.b]
ELSE
IF x>p”.cheie THEN

BEGIN
InsertEchilibrat (x,p”.drept,h);
IF h THEN {ramura dreapta a crescut
in Inaltime}
CASE p~.ech OF
-1: BEGIN
p”.ech:=0; h:=FALSE
END;
0: pt.ech:=+1;
+1: BEGIN {reechilibrare}
pl:=p”.drept;
IF pl1”.ech=+1 THEN
BEGIN {cazul 1 dreapta}
p”.drept:=pl”.stang;
pl”.stang:=p;
p".ech:=0; p:=pl
END
ELSE
BEGIN {cazul 2 dreapta}
p2:=pl”.stang;
pl”.stang:=p2”.drept;
p2” .drept:=pl;
p” .drept:=p2”.stang;
p2”.stang:=p;
IF p2~.ech=+1 THEN
p”.ech:=-1
ELSE
p”.ech:=0;
IF p2~.ech=-1 THEN
pl”.ech:=+1
ELSE
pl”.ech:=0;
p:=p2 [8.5.3.b]



END;
p”.ech:=0; h:=FALSE

END

END {CASE}
END
ELSE

BEGIN
p”.contor:=p”.contor+l;
END
END; {InsertEchilibrat}

® Procedura InsertEchilibrat functioneazd dupd cum urmeaza:

1. Initial se parcurge arborele indicat de referinta p pe stanga respectiv pe dreapta
dupa valoarea cheii x care se cautd. Parcurgerea se realizeazd prin apeluri
recursive ale procedurii InsertEchilibrat;

2. Daca se ajunge la o referintd p=nil are loc insertia, cu modificarea lui h=TRUE
specificand astfel ca inaltimea subarborelui a crescut;

3. Dupa o astfel de insertie se revine din apelul recursiv si se verifica echilibrul
nodului curent realizdndu-se eventual echilibrarea pe stanga (dacd se revine din
stanga) sau pe dreapta (daca se revine din dreapta).

4. Daca se gaseste o cheie egala cu x se incrementeaza contorul nodului In cauza

5. Cuprivire la variabila h se fac urmatoarele precizari:
e Insertia il pozitioneazd pe h—TRUE;
® Revenirile prin noduri cu factorul de echilibru 0 nu il modifica pe h;

® Reechilibrarea il pozitioneaza pe h—FALSE;

® Pentru exemplificare se considera succesiunea de insertii intr-un arbore AVL precizata
in figura 8.5.3.1.
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Fig.8.3.5.i. Insertii succesive intr-un arbore echilibrat AVL.
e Se considera arborele echilibrat AVL (a).

® Insertia cheii 10 conduce la un arbore dezechilibrat (cazul 1 Dreapta), a carui
echilibrare perfecta se realizeaza printr-o rotatie simpla dreapta, fig.8.5.3.1 (b).

e Insertiile nodurilor 5 si 4 conduc la dezechilibrarea subarborelui cu radacina 7.
Echilibrarea sa se realizeaza printr-o rotatie simpla (cazul 1 Stanga) (d).

e Insertia in continuare a cheii 6 produce din nou dezechilibrarea arborelui, a cérui
echilibrare se realizeaza printr-o rotatie dubla stanga rezultind arborele (e) (cazul
2 Stanga).

e In sfarsit, insertia nodului 9 conduce la cazul 2 Dreapta, care necesitd in vederea

echilibrarii arborelui cu radacina 8 o rotatie dubld care conduce la arborele
echilibrat AVL (f).

In legiturd cu performantele insertiei intr-un arbore echilibrat AVL se ridica doud
probleme:

1. Daca toate cele n! permutdri de n chei apar cu probabilitate egala, care este
iniltimea probabili a arborelui echilibrat care se construieste?

2. Care este probabilitatea ca o insertie sd necesite reechilibrarea arborelui?
Analiza matematica a acestui complicat algoritm este incd o problema nerezolvata.

Teste empirice ale indltimii arborilor generati de algoritmul [8.5.3.b.] conduc la valoarea
h=1log (n) +c, unde c este o constantd mica (c=0.25) .

Aceasta inseamna ca in practicd, arborii echilibrati AVL, se comporta la fel de bine ca si
arborii perfect echilibrati, fiind insa mai usor de realizat.

Testele empirice sugerecazd de asemenea ca in medie, reechilibrarea este necesara
aproximativ la fiecare doua insertii.

Atat rotatiile simple cat si cele duble sunt echiprobabile.

Complexitatea operatiei de reechilibrare sugereaza faptul ca arborii echilibrati trebuie
utilizati de reguld cand operatiile de cautare a informatiei sunt mult mai frecvente decat
cele de inserare.

8.5.3. Suprimarea nodurilor in arbori echilibrati AVL

Si In cazul arborilor echilibrati AVL, suprimarea este o operatie mai complicata decat
insertia.



® In principiu insd, operatia de reechilibrare rdmane aceeasi, reducindu-se la una sau doua
rotatii la stinga sau la dreapta.

® Tehnica care std la baza suprimarii nodurilor in arbori echilibrati AVL este similara
celei utilizate in cazul arborilor binari ordonati prezentatd in &8.3.5.

e (Cazul evident este cel in care, nodul care se suprima este un nod terminal sau are
un singur descendent.

® Daca nodul de suprimat are 1nsd doi subarbori, el va fi inlocuit cu cel mai din
dreapta nod al subarborelul sau stang.

® (a si in cazul insertiei, se utilizeazd variabila booleeand h a carei valoarea adevarata
semnifica reducerea inaltimii subarborelui.

o Reechilibrarea se executd numai cand h este adevarat.

e Variabila h se pozitioneaza pe adevarat dupa suprimarea unui nod al structurii, sau daca
reechilibrarea 1nsasi reduce indltimea subarborelui.

e Tehnica suprimarii nodurilor din arbori echilibrati AVL este materializata de procedura
SuprimEchilibrat secventa[8.5.4.a]

{Suprimarea unui nod intr-un arbore echilibrat AVL}

PROCEDURE SuprimEchilibrat (x:TipCheie; VAR p:TipRef;
VAR h:BOOLEAN) ;
VAR g:TipRef; {h=fals}

PROCEDURE Echilibrul (VAR p:TipRef: VAR h:BOOLEAN) ;
VAR pl,p2:TipRef;
el,e2:(-1,0,+1);
BEGIN {h=adevadrat,ramura stédnga a devenit mai mica}
CASE p~.ech OF
-1: p~.ech:=0;

0: BEGIN
p".ech:=+1; h:=FALSE
END;
+1: BEGIN {reechilibrare} [8.5.4.a]

pl:=p”.drept; el:=pl~.ech;
IF e1>=0 THEN
BEGIN {cazul 1 dreapta}
p”.drept:=pl”.stang; pl”.stang:=p;
IF e1=0 THEN
BEGIN
p”.ech:=+1; pl®.ech:=-1;
h:=FALSE
END
ELSE
BEGIN
p”.ech:=0; pl*.ech:=0
END;
p:=pl
END
ELSE



BEGIN {cazul 2 dreapta}
p2:=pl”.stang; e2:=p2”.ech;
pl”.stang:=p2”.drept; p2”.drept:=pl;
p”.drept:=p2”.sting;
p2”.stang:=p;
IF e2=+1 THEN

p”.ech:=-1
ELSE
p".ech:=0;

IF e2=-1 THEN
pl”.ech:=+1

ELSE
pl”.ech:=0;
p:=p2; p2”.ech:=0
END
END
END {CASE}

[8.5.4.a]
END; {Echilibrul}

PROCEDURE Echilibru2 (VAR p:TipRef; VAR h:BOOLEAN) ;
VAR pl,p2:TipRef;
el,e2:(-1,0,+1);
BEGIN {h=adevarat, ramura dreapta a devenit mai micd}
CASE p~.ech OF
+1: p~.ech:=0;
0: BEGIN
p”.ech:=-1; h:=FALSE
END;
-1: BEGIN {reechilibrare}
pl:=p”.stang; el:=pl”.ech;
IF e1<=0 THEN
BEGIN {cazul 1 stanga}
p”.stang:=pl”.drept; pl”.drept:=p;
IF e1=0 THEN
BEGIN
p”.ech:=-1; pl®.ech:=+1;
h:=FALSE
END
ELSE
BEGIN
p”.ech:=0; pl”*.ech:=0
END;
p:=pl
END
ELSE
BEGIN {cazul 2 stanga}
p2:=pl”.drept; e2:=p2”.ech;
pl”.drept:=p2”.stang; p2”.stang:=pl;
p”.stang:=p2”.drept;
p2” .drept:=p;
IF e2=-1 THEN

p”.ech:=+1
ELSE
p”.ech:=0;

IF e2=+1 THEN
pl”t.ech:=-1
ELSE
pl”.ech:=0;



p:=p2; p2”.ech:=0
END
END
END {CASE}
END; {Echilibru2}

PROCEDURE Suprima (VAR r:TipRef; VAR h:BOOLEAN) ;
BEGIN {h=false}
IF r*.drept<>NIL THEN
BEGIN
Suprima (r”.drept,h);
IF h THEN Echilibru2 (r, h)
END
ELSE
BEGIN [8.5.4.a]
g”.cheie:=r".cheie;
g”.contor:=r”*.contor;
r:=r”.stang; h:=TRUE
END
END; {Suprima}

BEGIN {SuprimaEchilibrat}
IF p=NIL THEN

BEGIN
WRITE ('cheia nu e IN arbore'); h:=FALSE
END
ELSE
IF x<p”.cheie THEN
BEGIN

SuprimaEchilibrat (x,p”.stang,h);
IF h THEN Echilibrul (p, h)

END
ELSE
IF x>p”~.cheie THEN
BEGIN
SuprimaEchilibrat (x,p".drept,h);
IF h THEN Echilibru2 (p,h)
END
ELSE
BEGIN {suprima p"}
q:=p;
IF g”.drept=NIL THEN [8.5.4.a]
BEGIN
p:=g”.stang; h:=TRUE
END
ELSE
IF g”.stang=NIL THEN
BEGIN
p:=gq”.drept; h:=TRUE
END
ELSE
BEGIN
Suprima (g”.stang, h);
IF h THEN Echilibrul (p, h)
END;
{DISPOSE (q) }
END

END; {SuprimaEchilibrat}



e In cadrul procedurii SuprimEchilibrat se definesc trei proceduri:

L.

2.

3.

Echilibrul care se aplicd cand subarborele stang s-a redus din Tnaltime;
Echilibru?2 care se aplica cand subarborele drept s-a redus din indltime;
Suprima — are rolul procedurii Supred la arbori binari ordonati:

® (1) Gaseste si inlocuieste nodul de suprimat cu predecesorul sau

® (2) Suprima predecesorul

® (3) In plus procedura Suprima realizeaza eventualele reechilibrari la
revenirea recursiva pe drumul parcurs in arbore

® Mersul procedurii SuprimEchilibrat este normal:

1.

Se parcurge recursiv arborele AVL pentru cautarea cheii de suprimat, (apeluri
ale procedurii SuprimaEchilibrat pe stanga sau pe dreapta dupa cum
cheia care se cautd e mai mica respectiv mai mare decat cea a nodului curent);

Cand se gaseste cheia ea se suprima exact ca si la arborii binari ordonati:
® Cazul 1 fiu: se rezolva prin suprimare directa;
e (azul 2 fii: se apeleaza procedura Suprima descrisd mai sus.
Este important de reamintit faptul ca dupa fiecare revenire dintr-un apel recursiv

se verifica valoarea Ilui h i dacd este necesar se apeleazd procedura
corespunzatoare de echilibrare.

® Modul de lucru al procedurii, este prezentat in figura 8.5.4.a.



Fig.8.5.4.a. Suprimdri succesive in arbori echilibrati AVL

e Dandu-se arborele binar echilibrat (a), se suprimd in mod succesiv nodurile avand cheile
7,11,9,8,5,45110, rezultand arborii (b)...(j).

e Suprimarea cheii 7 este simpla insd conduce la subarborele dezechilibrat cu
radacina 6. Reechilibrarea acestuia presupune o rotatie simpla (cazul 1 stanga).

e Suprimarea nodului 11 nu ridica probleme.

® Reechilibrarea devine din nou necesard dupd suprimarea nodului 9; de data
aceasta, subarborele avand radacina 10, este reechilibrat printr-o rotatie simpla
dreapta (cazul 1 dreapta).

® Suprimarea cheii 8 este imediata



® Desi nodul 5 are un singur descendent, suprimarea sa presupune o reechilibrare
mai complicatd bazata pe o dubla rotatie (cazul 2 dreapta).

e Ultimul caz, cel al suprimdrii nodului cu cheia 10 presupune inainte de
reechilibrare, inlocuirea acestuia cu cel mai din dreapta element al arborelui sau
stang (nodul cu cheia 6).

In cazul arborilor binari echilibrati, suprimarea unui nod se realizeazd in cel mai
defavorabil caz cu performata O(log n).

Diferenta esentiald dintre insertie si suprimare in cazul arborilor echilibrati AVL este
urmatoarea:

® [n urma unei insertii, reechilibrarea se realizeaza prin una sau doua rotatii (a
doua sau trei noduri)

e Suprimarea poate necesita o rotatie simpld sau dubla, a fiecarui nod situat pe
drumul de céutare.

e Spre exemplu, 1n cazul arborelui Fibonacci, suprimarea nodului sau cel
mai din dreapta, necesitd numarul maxim de rotatii, acesta fiind cazul cel
mai defavorabil de suprimare dintr-un arbore echilibrat.

In realitate, testele experimentale indica faptul suprinzator ca:

® (1) In cazul insertiei reechilibrarea devine necesard aproximativ la fiecare a
doua insertie

® (2) In cazul suprimarii reechilibrarea devine necesara aproximativ la fiecare a 5-
a suprimare.



