8.6. Arbori multicai

8.6.1. Generalitati

e Pana in prezent au fost studiate cu predilectie structuri de arbori in care fiecare nod avea
cel mult doi descendenti.

® Desigur, acest lucru este pe deplin justificat daca spre exemplu, se doreste sa se
reprezinte descendenta unei persoane din punctul de vedere al stramosilor,

® [n acest caz, fiecarei persoane i se asociaza cei doi parinti ai sai.

® Daca se abordeaza insa punctul de vedere al urmasilor, atunci o familie poate sa aiba
mai mult de doi copii, rezultdnd astfel noduri cu mai multe ramuri (gradul arborelui este
mai mare ca 2).

e Structurile care contin astfel de noduri se numesc arbori multicai.
e Astfel de structuri ridica 1nsa unele probleme in prelucrare.

e Este evident faptul cd modalitatile de reprezentare a arborilor sugerate pana in
prezent nu corespund intr-o maniera eficienta arborilor multicai.

® [n practica insd, existd un mare interes referitor la arborii multicai.

e Este vorba despre constructia si exploatarea arborilor de foarte mari
dimensiuni.

® Arbori in care se fac frecvent insertii si suprimari

® Arbori pentru care dimensiunile memoriei centrale sunt insuficiente sau a
caror memorare vreme indelungatd in memoria sistemului de calcul este prea
costisitoare.

® Aceasta aplicabilitate se bazeaza pe o tehnica speciald de implementare a acestei
categorii de arbori.

® S3i presupune cad nodurile unui arbore trebuiesc memorate intr-o memorie
secundara, spre exemplu pe un disc magnetic.

e Structurile de date dinamice definite in acest curs se preteaza foarte bine si
acestui scop:

e Astfel, pointerii care de reguld indica adrese de memorie pot indica in
acest caz adrese de disc.

e Utilizand spre exemplu un arbore binar echilibrat cu 10° noduri,
ciutarea unei chei necesitd aproximativ log, 10° ~ 20 pasi.



® Deoarece in acest caz, fiecare pas necesitd un acces la disc (care este
lent) se impune cu necesitate o alti organizare pentru reducerea
numarului de accese.

Arborii multicai reprezinta o solutie perfecta a acestei probleme.

e Este cunoscut faptul cd dupa realizarea accesului (de regulda mecanic) la un anumit
element de pe disc (pista) sunt usor accesibile (electronic) un intreg grup de elemente
(sectoarele corespunzatoare).

® Aceasta sugereaza faptul ca:

Un arbore poate fi divizat in subarbori

Subarborii pot fi memorati pe disc ca unitati in zone la care accesul se realizeaza
foarte rapid.

Acesti subarbori se numesc pagini.

Considerand cd accesul la fiecare pagina presupune un acces disc, daca spre
exemplu se plaseazi 100 noduri pe o pagind, atunci cautarea in arborele cu 10°
noduri presupune logigo 10° = 3 accese disc in loc de 20.

In situatia in care arborele creste aleator, in cel mai defavorabil caz ( cind
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degenereaza in lista liniard) numarul de accese poate ajunge insa la 107,

Este evident faptul ca in cazul arborilor multicii, trebuie avut in vedere un
mecanism de control al cresterii acestora.

e Existd mai multe variante de implementare a arborilor multicai.

e Una dintre cele mai cunoscute modalititi de implementare a arborilor multicdi o
reprezintd arborii B.

8.6.2. Arbori-B

8.6.2.1. Definire

e Din discutia asupra mecanismului de control al cresterii arborilor multicdi, arborii
perfect echilibrati se exclud de la inceput din cauza costului ridicat al echilibrarii.

e Un criteriu foarte potrivit in acest scop a fost postulat de R.Bayer in 1970 si anume:

Fiecare pagind cu exceptia uneia, contine intre n si 2n noduri, unde n este o
constanta data.

Astfel intr-un arbore cu N noduri, a carui dimensiune maxima a unei pagini este
2n noduri, in cel mai rau caz, se fac 1og,N accese la pagini pentru a cduta o
cheie precizata.



e Factorul de utilizare al memoriei este de cel putin 50%, deoarece orice pagind
este cel putin pe jumatare plina.

® In plus schema preconizata necesitd algoritmi simpli pentru cdutare, insertie si
suprimare n comparatie cu alte metode.

e Structurile de date propuse de Bayer se numesc arbori-B iar n se numeste ordinul
arborelui B.

® Arborii-B se bucura de urmatoarele proprietati:
1. Fiecare pagina a arborelui-B contine cel mult 2n noduri (chei);
2. Fiecare pagind, cu exceptia paginii radacina contine cel putin n noduri;
3. Fiecare pagina este fie:

e (O pagina terminala - caz in care nu are descendenti

e O pagina interioara - caz in care are m+1 descendenti unde m este
numadrul de chei din pagind (n<m<2n);

4. Toate paginile terminale sunt la acelasi nivel.

e in figura 8.9.2.1.a apare reprezentat un arbore-B de ordinul 2 cu 3 niveluri.

e Toate paginile contin 2, 3 sau 4 noduri cu exceptia paginii radacind care contine
unul singur.

e Toate paginile terminale apar pe nivelul 3.
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Fig.8.9.2.1.a. Arbore-B de ordinul 2

® Daca aceasta structurd se liniarizeaza prin inserarea cheilor descendentilor
printre cheile stramosilor lor, cheile nodurilor apar in ordine crescatoare de la
stanga la dreapta.

® Acesta structurare reprezintd o extensie naturald a structurii de arbore binar
ordonat si ea sta la baza metodei de cautare ce va fi prezentatd In continuare.



8.6.2.2. Cautarea cheilor in arbori-B

e Se considerd o pagina a unui arbore-B de forma prezentata in fig.8.9.2.2.a si o cheie
data x.

® Presupunand ca pagina a fost transferatd Tn memoria centrald a unui sistem de calcul,
pentru cautarea cheii x printre cheile k1, . . ., k, apartindnd paginii, se poate utiliza o
metoda de cautare conventionala.

|

i

Po P1 P> Pps .

k

v

m-2 pm—l pm

Fig. 8.9.2.2.a. Pagina cu m chei a unui arbore-B

e Spre exemplu, dacd m este mare se poate utiliza cautarea binara, in caz contrar,
cautarea liniara.

® Trebuie subliniat faptul ca timpul de cautare in memoria centrala este probabil
neglijabil in comparatie cu timpul de transfer al unei pagini din memoria
secundara 1n cea primara.
e Daca cheia x nu se giseste in pagina curentd este valabild una din urmatoarele situatii:
l. k;i<x<kijs1, pentru 1<i<m. Cautarea continud in pagina p;.
2. kp<x.Cautarea continud in pagina py,.
3. x<k;. Cautarea continua in pagina p..
® Daca pointerul la pagina desemnatd de algoritmul de mai sus este vid, atunci nu exista

nici un nod cu cheia x §i cautarea este terminata, adicd s-a ajuns la baza arborelui intr-
0 pagind terminala.

8.6.2.3. Insertia nodurilor in arbori B

® In ceea ce priveste insertia nodurilor in arborii-B de ordinul n, existd mai multe
cazuri.

® (1) Nodul trebuie inserat intr-o pagind contindnd m<2n noduri,



e In acest caz insertia se realizeaza simplu 1n pagina respectiva inserand cheia
corespunzatoare la locul potivit in secventa ordonata a cheilor,

e Spre exemplu insertia cheii cu numarul 15 in arborele-B din fig.8.9.2.3.a (a).
® (2) Nodul trebuie inserat intr-o pagina care este plina, adica contine deja 2n chei,

e In acest caz structura arborelui se modifici conform exemplului prezentat in
fig.8.9.2.3.a (b).
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Fig.8.9.2.3.a Insertia nodurilor in arbori-B. Exemple

e Astfel, spre exemplu insertia cheii cu numarul 22 in arborele-B se realizeaza
in urmatorii pasi:

1. Se cauta cheia 22 si se descopera ca ea lipseste, iar insertia In pagina C
este imposibild deoarece aceasta este plina (contine 2n chei);

2. Pagina C se scindeaza in doud prin alocarea unei noi pagini D;
3. Cele 2n+1 chei ale paginii C sunt distribuite dupa cum urmeaza:
primele n (cele mai mici) in pagina C, ultimele n (cele mai mari) in

pagina D iar cheia mediana este translatatd pe nivelul inferior in pagina
stramos A.

® Aceasta schema pastreaza toate proprietatile caracteristice ale aborilor-B.
® Se observa ca paginile rezultate din scindare au exact n noduri.

® Desigur este posibil ca scindarea sa se propage spre nivelurile inferioare ale
structurii, In cazul extrem pana la radacina.

® Accasta este de fapt singura posibilitate ca un arbore-B sa creasca in
inaltime.



® Maniera de crestere a unui astfel de arbore este inedita: el creste de la
nodurile terminale spre rddacina.

e In continuare se va dezvolta un program care materializeaza conceptele prezentate.

e Pornind de la proprietatea de propagare a scindarii paginii, se considera ca formularea
recursiva a algoritmului este cea mai convenabila.

e Structura generald a programului este similard programului de insertie in arbori
echilibrati (vezi &8.5.3).

e Pentru inceput se precizeaza structurile de date utilizate in implementarea arborilor-B
[8.9.2.3.a].

{Structura de date pentru arbori-B}
CONST nn=2*n;

TYPE RefPagina="pagina;
indice=0..nn;

nod=RECORD
cheie:integer;
p:RefPagina;
contor:integer
END; [8.9.2.3.a]

ragina=RECORD
m:indice; {nr curent de elemente in pagind}
pO:RefPagina;

elemente:ARRAY[1..nn] OF nod
END;

e Referitor la structura nod:
® Campul cheie precizeza cheia nodului respectiv

e (Campul p indicad pagina urmas care contine chei mai mari decat cheia
nodului In cauza

e (Campul contor este utilizat ca numarator de accese.
e Referitor la structura pagina:
e Fiecare pagind oferd spatiu pentru 2n noduri.

e Variabila m indicd numairul curent de noduri memorate in pagina
respectiva



e Tabloul elemente memoreazd nodurile din pagina curentd in ordinea
crescatoare a cheilor

® p0 indicad pagina urmas cu chei mai mici decat cea mai mica cheie din
pagina

e Deoarece m=n, (cu exceptia raddcinii), se garanteaza o utilizare a memoriei de
cel putin 50 %.

e In programul [8.9.2.3.d] apare algoritmul de ciutare si insertie materializat de
procedura Cauta.

e Structura sa de principiu este asemandtoare cu cea a algoritmului de cautare
binard, cu exceptia faptului cé decizia de ramificatie in arbore nu e binara ci
este cea specificd arborilor-B (&8.9.2.2).

® In schimb cautarea 1n interiorul unei pagini este o cautare binara efectuatd in
tabloul e lemente al paginii curente.

e Forma pseudocod a procedurii Cauta apare in secventa [8.9.2.3.b].

(Schita de principiu a procedurii de cdutare in arbori-B}

PROCEDURE Cauta (x:integer; a:RefPagina; VAR h:boolean;
VAR v:nod);
VAR u:nod;
BEGIN
IF a=NIL THEN
BEGIN {x nu este in arbore}
{*se creazd nodul v, 1 se atribuie cheia x si se
pune h pe adevarat indicédnd pasarea nodului v spre
radacina}
END
ELSE
BEGIN {se cautada x in pagina curenta a”"}
{*cdutare binard intr-un tablou liniar }
IF gisit THEN
{*incrementeazada contorul de accese}
ELSE [8.9.2.3.b]
BEGIN
Cauta (x,urmas, h,u) ;
IFF h THEN Insereaza {nodul u a fost pasat}
END
END
END; {Cauta}

e Algoritmul de insertie este formulat ca §i o procedurd aparte (procedura
Insereaza) care este activatd dupd ce procesul de cautare indica faptul ca unul din
noduri trebuie pasat spre parinte.



® Acest lucru este precizat de catre valoarea "adevarat" a parametrului h returnat de
procedura Cauta.

® Daca h este adevarat, parametrul u indica nodul care trebuie pasat in directia
radacinii.

e Se precizeaza faptul ca procesul de insertie incepe Intr-o pagind ipotetica, de tip “nod
special” situata virtual sub nivelul terminal.

® Noul nod, este transmis imediat, via parametrul u paginii terminale pentru
adevarata insertie.

e Pornind de la aceste precizari, structura de principiu a procedurii Insereazd apare
in secventa [8.9.2.3.c].

{Schita de principiu a insertiei nodurilor in arbori-B}

PROCEDURE Insereaza
BEGIN
IF (numdrul de noduri a”.m al paginii a”)<2n THEN
{*se insereaza nodul u in pagina a” la locul potrivit
si se face h=fals}
ELSE
BEGIN [8.9.2.3.c]
{* se creazda o noua pagina b"}
{* se redistribuie cheile paginii a”, primele n
pe a”, ultimele n pe b”" si se paseaza nodul v=u
contindnd cheia mediand spre nivelul inferior
iar h ramdne pozitionat pe valoarea true}
END
END; {Insereaza}

® Daca parametrul h devine adevarat dupa apelul procedurii Cauta din programul
principal, acesta indica necesitatea scindarii paginii radacina.

® Deoarece pagina radacina are un rol special, acest proces trebuie programat separat.

e FE] consta de fapt din alocarea unei noi pagini radacina si inserarea unui singur nod
transmis prin parametrul u.

e in figura 8.9.2.3.b apare urma executiei programului la inserarea urmitoarei
succesiuni de chei: 20; 40, 10, 30, 15; 35,7, 26, 18,22; 5; 42,13, 46, 27, 8,
32; 38,24,45,25;

e Punctul si virgula precizeazd momentele la care au avut loc alocari de pagini.
Insertia ultimei chei (25) cauzeaza doud scindari si alocarea a 3 noi pagini.
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Fig.8.9.3.2.b. Constructia unui arbore-B de ordinul 2

e In legatura cu insertia nodurilor in arbori-B se fac urmatoarele observatii:

(1) Deoarece paginile arborelui sunt alocate in memoria secundard, este
necesar un mecanism pentru realizarea transferului paginii curente in
memoria primara.

(2) Intrucat fiecare activare a procedurii Cauta implicd o alocare de pagina in
memoria principald, vor fi necesare cel mult k=10g,N apeluri recursive, unde
n este ordinul arborelui-B iar N numarul total de noduri.



® (3) Prin urmare daca arborele contine N noduri, In memoria principald trebuie
sa incapa cel putin k pagini.

® (4) Acesta este unul din factorii care limiteaza dimensiunea 2n a paginii.

® De fapt In memorie trebuie sa existe mai mult de k pagini din cauza scindarilor care
apar.

e O consecinta a acestei maniere de lucru este faptul cd pagina radacina trebuie
sa fie tot timpul in memoria principald, ea fiind punctul de pornire al tuturor
activitatilor.

e Un alt avantaj al structurii de date de tip arbore-B se refera la actualizarea simpla si
eficientd, Tn mod secvential a Intregii structuri.

® [n acest caz, fiecare pagind este adusa in memorie exact odata.

e Se observa de asemenea faptul ca arborii-B cresc relativ greu in naltime,
insertia unei noi pagini respectiv addugarea unui nou nivel se realizeaza dupa
insertia unui numar semnificativ de chei.

8.6.2.4. Suprimarea nodurilor in arbori-B

® Principial, suprimarea nodurilor in arborii-B, este o operatie simpla, la nivel de detaliu
insa ea devine complicata.

e Se disting doud situatii:
1. Nodul se gaseste intr-o pagina terminala, caz in care suprimarea este imediata.
2. Nodul se gaseste intr-o pagina interna.

® In acest caz nodul in cauza trebuie inlocuit cu unul dintre cele doud noduri
adiacente, care sunt in pagini terminale i prin urmare pot fi usor suprimate.

® De regula inlocuirea se realizeaza cu predecesorul nodului respectiv.

e (autarea cheii adiacente este similard celei utilizate la suprimarea nodurilor Intr-un
arbore binar ordonat (vezi &8.3.5).

® (1) Se nainteaza spre pagina terminald P de-a lungul celor mai din dreapta
pointeri ai subarborelui stang al cheii de suprimat;

® (2) Se inlocuieste nodul de suprimat cu cel mai din dreapta nod al lui P ;

® (3) Se reduce dimensiunea lui P cu 1.



® Reducerea dimensiunii paginii trebuie sd fie urmatd de verificarea numarului m de
noduri din pagina

Daca m<n apare fenomenul numit "subdepasire" care este indicat de valoarea
adevarata a lui h.

In acest caz solutia de rezolvare este aceea de a "imprumuta” un nod de la
pagina vecina.

® Intrucat aceastd operatie presupune aducerea paginii vecine (Q) in
memoria principald - o operatie relativ costisitoare - se preferd
exploatarea la maxim a acestei situatii prin imprumutarea mai multor
noduri.

e Astfel, in mod uzual, nodurile se distribuie in mod egal in paginile P
s1 Q, proces numit echilibrare.

In situatia in care nu poate fi imprumutat nici un nod din pagina Q - aceasta
avand dimensiunea minima n, paginile P si Q care impreund au 2n-1 noduri se
contopesc Intr-una singura.

Acest lucru presupune extragerea nodului median din pagina parinte a
lui P si Q, gruparea tuturor nodurilor intr-una din pagini, adaugarea
nodului median si , functie de situatie, stergerea celeilalte pagini

Acesta este procesul invers scinddrii paginii, proces care poate fi urmarit
in figura 8.9.2.3.a, daca se imagineaza suprimarea cheii cu numarul 22.

Din nou, extragerea cheii din mijloc din pagina stramos, poate determina
subdepasirea, situatie care poate fi rezolvatd fie prin echilibrare fie prin
contopire.

In caz extrem, procesul de contopire se poate propaga pana la radacina.

Daca radacina este redusd la dimensiunea 0, ea dispare cauzand
reducerea Tnaltimii arborelui-B.

Aceasta este de fapt singura cale de reducere a dimensiunii unui arbore-
B.

e In figura 8.9.2.4.a se prezinti evolutia unui arbore-B, rezultati din suprimarea

urmatoarei secvente de chei: 45, 25, 24; 38, 32; 8, 27, 46, 13, 42; 5, 22, 18, 26; 7,

Si 1n acest caz punctul si virgula precizeazd momentele la care sunt eliberate
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echilibrare prin imprumut
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I l contopire
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Fig.8.9.4.2.a. Suprimarea nodurilor in arbori-B



