10. Structura de date graf

10.1.

In problemele care apar in programare, matematica, inginerie in general si in multe
alte domenii, apare adeseori necesitatea reprezentarii unor relatii arbitrare intre
diferite obiecte, respectiv a interconexiunilor dintre acestea.

Spre exemplu, dandu-se traseele aeriene ale unui stat se cere sa se precizeze
drumul optim dintre doud orase.

o Criteriul de optimalitate poate fi spre exemplu timpul sau pretul, drumul
optim putand sa difere pentru cele doua situatii.

Circuitele electrice sunt alte exemple evidente in care interconexiunile dintre
obiecte joaca un rol central.

o Piesele (tranzistoare, rezistente, condensatoare) sunt interconectate prin
fire electrice.

o Astfel de circuite pot fi reprezentate si prelucrate de catre un sistem de
calcul in scopul rezolvarii unor probleme simple cum ar fi: “Sunt toate
piesele date conectate in acelasi circuit?” sau a unor probleme mai
complicate cum ar fi: “Este functional in anumit circuit electric?”.

Un al treilea exemplu il reprezintd planificarea activitatilor, in care obiectele
sunt task-uri (activitati, procese) iar interconexiunile precizeazd care dintre
activitati trebuiesc finalizate Tnaintea altora.

o Intrebarea la care trebuie sd ofere un raspuns este: “Cand trebuie
planificata fiecare activitate?”.

Structurile de date care pot modela in mod natural situatii de natura celor mai sus
prezentate sunt cele derivate din conceptul matematic cunoscut sub denumirea de
graf.

Teoria grafurilor este o ramura majora a matematicii combinatorii care in timp a
fost si este Inca intens studiata.

o Multe din proprietatile importante si utile ale grafurilor au fost
demonstrate, altele cu un grad sporit de dificultate isi asteapta inca
rezolvarea.

In cadrul capitolului de fati vor fi prezentate doar citeva din proprietitile
fundamentale ale grafurilor in scopul intelegerii algoritmilor fundamentali de
prelucrare a structurilor de date graf.

o Ca si in multe alte domenii, studiul algoritmic al grafurilor respectiv al
structurilor de date graf, este de data relativ recenta astfel incat alaturi de

algoritmii fundamentali cunoscuti de mai multd vreme, multi dintre
algoritmii de mare interes au fost descoperiti in ultimii ani [Se88].

Definitii

Un graf, in cea mai larga acceptiune a termenului, poate fi definit ca fiid o colectie



de noduri si arce.

o Un nod este un obiect care poate avea un nume §i eventual alte proprietati
asociate

o Un are este 0o conexiune neorientata intre doud noduri.

e Notand cu N multimea nodurilor si cu A multimea arcelor, un graf G poate fi precizat
formal prin enuntul G= (N, A) .

e In figura 10.1.a. (a),(b) apar doud exemple de grafuri.
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Fig.10.1.a. Exemple de grafuri

e Ordinul unui graf este numarul de noduri pe care acesta le contine si se noteaza
cu |GJ.

e Arcele definesc o relatie de incidenta intre perechile de noduri.

e Doud noduri conectate printr-un arc se numesc adiacente, altfel ele sunt
independente.

e Daca a este un arc care leagd nodurile x si y (a~ (x,vy) ), atunci a este incident
CuX,y.

o Singura proprietate presupusd pentru aceasta relatie este simetria [10.1.a]

e Un graf poate fi definit astfel incat sa aiba un arc a~ (x, x) .
o Un astfel de arc se numeste bucla ("loop").

o Daca relatia de incidenta este reflexiva, atunci fiecare nod contine o astfel
de bucla.

e Exista si posibilitatea ca sa existe mai multe arce care conecteaza aceeasi pereche
de noduri.

o Intr-un astfel de caz se spune ca cele doua noduri sunt conectate printr-un
arc multiplu.

e Infigura 10.1.a (b) este reprezentat un graf cu bucla si arc multiplu.



Grafurile in care nu sunt acceptate arce multiple se numesc grafuri simple.
Numarul de arce incidente unui nod reprezintd gradul nodului respectiv.

o Se numeste graf regulat acel graf in care toate nodurile sunt de acelasi
grad.

Intr-un graf complet de ordinul n notat cu K., fiecare pereche de noduri este
adiacenta.

o In figura 10.1.b. apar reprezentate grafurile complete pana la ordinul 6.
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Fig.10.1.b. Exemple de grafuri complete

Un graf se numeste planar daca el poate fi astfel reprezentat intr-un plan, incat
oricare doua arce ale sale se intersecteaza numai in noduri [GG78].

O teorema demonstrata de Kuratowski precizeaza ca orice graf neplanar contine
cel putin unul din urmatoarele grafuri de baza:

1. 5-graful complet (Ks), sau

2. Graful utilitar 1n care existd doud multimi de cate trei noduri, fiecare nod
fiind conectat nodurile din cealaltd multime.

Fig.10.1.c. Graf utilitar

Un graf se numeste bipartit daca nodurile sale pot fi partitionate in doud multimi
distincte N, si N, astfel incat orice arc al sau conecteaza un nod din N; cu un nod
din No.

o Spre exemplu graful utilitar este un in acelasi timp un graf bipartit.

Fie G= (N, A7) un graf cu multimea nodurilor N si cu multimea arcelor A. Un
subgraf al lui G este graful G'= (N',A"') unde:



1. N'este o submultime a lui N;
2. A' constddinarce (x,y) ale lui A, astfel incat x i1 v apartin lui N'.

In figura 10.1.d apare un exemplu de graf (a) si un subgraf al siu (b).
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Fig.10.1 d. Graf si un subgraf al sdu

Daca multime de arce A' contine toate arcele (x,y) ale lui A pentru care atat x
catsi y suntin N', atunci G' se numeste subgraf indus al lui G [AH85].

Un graf poate fi reprezentat in maniera graficd marcand nodurile sale si trasand linii
care materializeaza arcele.

o In acelasi timp insa, un graf poate fi conceput ca si un tip de date abstracte,
independent de o anumita reprezentare.

o Spre exemplu fig.10.1.e (a) respectiv (b) reprezintd unul si acelasi graf.

o Un graf, poate fi definit spre exemplu precizand doar multimea nodurilor si
multimea arcelor sale.

=
(b)
Fig.10.1.e. Reprezentari echivalente ale unui graf

In anumite aplicatii, cum ar fi exemplul cu traseele aeriene, pozitia nodurilor

(oragelor) este precizatd fizic prin amplasarea lor pe harta reald a statului,

rearanjarea structurii fiind lipsita de sens.

In alte aplicatii insa, cum ar fi planificarea activitatilor, sunt importante nodurile
si arcele ca atare independent de dispunerea lor geometrica.



e In cadrul capitolului de fatd vor fi abordati algoritmi generali, care prelucreazi
colectii de noduri si arce, faicand abstractie de dispunerea lor geometrica, cu alte
cuvinte facand abstractie de topologia grafurilor.

e Se numeste drum (“path”) de la nodul x la nodul y, o secventd de noduri
ni,n2, ...,nJj in care nodurile succesive sunt conectate prin arce apartinand
grafului.

o Lungimea unui drum este egald cu numarul de arce care compun drumul.
o La limita, un singur nod precizeaza un drum la el insusi de lungime zero.

e Un drum se numeste simplu daca toate nodurile sale, exceptand eventual primul
si ultimul sunt distincte.

e Un ciclu (bucld) este un drum simplu de lungime cel putin 1, care incepe si se
sfarseste in acelasi nod.

e Daca existd un drum de la nodul x la nodul y se spune ca acel drum conecteaza
cele doud noduri, respectiv nodurile x si y sunt conectate.

e Un graf se numeste conex, dacd de la fiecare nod al sau existd un drum spre
oricare alt nod al grafului, respectiv daca oricare pereche de noduri apartinand
grafului este conectata.

o Intuitiv, daca nodurile se considera obiecte fizice, iar conexiunile fire care
le leagd, atunci un graf conex ramane unitar, indiferent de care nod ar fi
“suspendat 1n aer”.

e Un graf care nu este conex este format din componente conexe.

o Spre exemplu, graful din fig.10.1.a este format din trei componente
conexe.

e O componentd conexa a unui graf G este de fapt un subgraf indus maximal
conectat al sau [AH 85].

e Un graf se numeste ciclic dacd contine cel putin un ciclu.

o Un ciclu care include toate arcele grafului o singura data se numeste ciclu
eulerian (hamiltonian).

o Este usor de observat ca un asemenea ciclu existd numai dacd graful este
conex si gradul fiecarui nod este par.

e Un graf conex aciclic se mai numeste si arbore liber.

o In fig.10.1.f apare un graf constdnd din doud componente conexe in care
fiecare componenta conexa este un arbore liber.

o Se remarca In acest sens, observatia ca arborii sunt de fapt cazuri
particulare ale grafurilor.

o Un grup de arbori neconectati formeaza o padure (“forest”).



e Un arbore de acoperire (“spanning tree”) al unui graf, este un subgraf care
contine toate nodurile grafului initial, dar dintre conexiuni numai atatea cate sunt
necesare formdrii unui arbore.
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o Se face precizarea ca termenul de “acoperire” in acest context are sensul

termenului “cuprindere”.
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Fig.10.1.f. Graf aciclic format din doud componente conexe

In figura 10.1.g este prezentat un graf (a) si un arbore de acoperire al grafului (b).

(a) (b)

Fig.10.1.g. Graf si un arbore de acoperire al grafului

Un arbore liber poate fi transformat intr-un arbore ordinar daca se “suspendad”
arborele de un nod considerat drept radacind si se orienteaza arcele spre radacina.

Arborii liberi au doua proprietati importante:

1. Orice arbore liber cu n noduri contine exact n-1 arce (cate un arc la
fiecare nod, mai putin radacina);

2. Daca unui arbore liber i se adauga un arc el devine obligatoriu un graf
ciclic.

e De aici rezultd doud consecinte importante $i anume:
1. Un graf cu n noduri $i mai putin de n-1 arce nu poate fi conex;

2. Pot exista grafuri cu n noduri §i n-1 arce care nu sunt arbori liberi.
(Spre exemplu daca au mai multe componente conexe).

Notand cu n numarul de noduri ale unui graf si cu a numarul de arce, atunci a
poate lua orice valoare intre 0 i (1/2)n(n-1).



o Graful care contine toate arcele posibile este graful complet de ordinul n
(Kn) .

o Graful care are relativ putine arce (spre exemplu a<nlog;n) se numeste
graf rar (“sparse”)

o Graful cu un numar de arce apropiat de graful complet se numeste graf
dens.

Dependenta fundamentald a topologiei unui graf de doi parametri (n si a), face ca
studiul comparativ al algoritmilor utilizati in prelucrarea grafurilor sa devind mai

o Astfel, presupunand cd un algoritm de prelucrare a unui graf necesitd un
efort de calcul de ordinul O(n?) in timp ce un alt algoritm care rezolva
aceeasi problema necesitd un efort de ordinul O((n+a)logzn) pasi, atunci,
in cazul unui graf cu n noduri si a arce, este de preferat primul algoritm
daca graful este dens, respectiv al doilea daca graful este rar.

Grafurile prezentate pand in prezent se numesc si grafuri neorientate si ele
reprezinta cea mai simpla categorie de grafuri.

Prin asocierea de informatii suplimentare nodurilor si arcelor, se pot obtine
categorii de grafuri mai complicate.

Astfel, intr-un graf ponderat (“weighted graph”), fiecdrui arc i se asociaza o
valoare (de regula intreagd) numita pondere care poate reprezenta spre exemplu o
distanta sau un cost.

In cadrul grafurilor orientate (“directed graphs™), arcele sunt orientate, avand
un sens precizat, de la x la y spre exemplu.

o In acest caz x se numeste coada sau sursa arcului iar y varful sau
destinatia sa.

o Pentru reprezentarea arcelor orientate se utilizeaza sdgeti sau segmente
directionate (fig.10.1.h. (a), (b),(c)).

Fig.10.1.h. Grafuri orientate
Grafurile orientate ponderate se mai numesc $i retele (“networks”).



e Informatiile suplimentare referitoare la noduri si arce nuanteaza si in acelasi timp
complica manipularea grafurilor care le contin.

10.2. Tipul de date abstract graf
e Pentru a defini tipul de date abstract (TDA) graf este necesara:

o (1) Precizarea modelului matematic care contureaza conceptul de graf prezentat
in paragraful anterior

o (2) Precizarea operatiilor definite pe acest model. In cele ce urmeaza se prezinta
doua variante, una extinsa si alta redusd, de seturi de operatori aferenti unui TDA

graf.

10.2.1. TDA graf. Varianta 1 (Shiflet)

e in cadrul variantei Shiflet [Sh90] un graf este considerat ca si o structurd de noduri si
arce.

® Fiecare nod are o cheie care identifica In mod univoc nodul.

® Modelul matematic, notatiile utilizate si setul de operatori preconizat pentru
aceastd variantd apar in [10.2.1.a]:

TDA Graf (Varianta 1 - Shiflet) [10.2.1.a]

Modelul matematic: graful definit in sens matematic.

Notatii:
TipGraf - tipul de date abstract graf;
TipElement - tipul asociat portiunii element a nodului
TipCheie - tipul asociat portiunii cheie a unui
element
TipInfo - tipul corespunzator portiunii de

informatie a unui element
TipIndicNod - tip referintd la structura unui nod

TipIndicArc - tip referintd la structura unui arc
Operatori:

1. InitGraf (g: TipGraf), - procedura care creeaza graful
vid g7

2. Grafvid(g: TipGraf) :boolean; - operator care returneaza
true dacd graful este vid respectiv false in caz
contrar;

3. GrafPlin(g: TipGraf) :boolean; - operator boolean care

returneaza true daca graful este plin. Se precizeaza
faptul ca aceasta functie este legata direct de maniera
de implementare a grafului. Valoarea ei adevarata
presupune faptul cd zona de memorie alocatd structurii
a fost epuizata si in consecintd nu se mai pot adauga
noi noduri.
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. CheieElemGraf (g: TipGraf, e: TipElement): TipCheie; -

operator care returneazd cheia elementului e apartinénd
grafului g.

. CautaCheieGraf (g: TipGraf,; k: TipCheie); - operator

boolean care returneaza valoarea adevarat daca cheia k
este gasitda in graful g.

. IndicaNod (g: TipGraf; k: TipCheie, var indicNod:

TipIndicNod),; - operator care face ca IndicNod sa
indice acel nod din g care are cheia k, presupunand ca
un astfel de nod existd.

. IndicaArc(g: TipGraf,; kl1,k2: TipCheie, var indicArc:

TipIndicArc) ;- operator care face ca indicArc sa indice
arcul care conecteaza nodurile cu cheile k; si k., din
graful g, presupundnd cd arcul existd. In caz contrar
indicArc ia valoarea indicatorului wvid.

. ArcVid(g: TipGraf,; indicArc: TipIndicArc) :boolean; -

operator boolean care returneazada valoarea adevarat daca
arcul indicat de indicArc este vid.

. InserNod (var g: TipGraf; e: TipElement),; - operator

care insereaza un nod e in graful g ca un nod izolat
(fdrd conexiuni). Se presupune ca inaintea insertiei in
g nu existd nici un nod care are cheia identica cu
cheia 1lui e.

InserArc(var g: TipGraf,; kl,k2: TipCheie) ;- operator
care insereaza in g un arc incident nodurilor avand
cheile k; si k.. Se presupune ca cele doud noduri
existd si cd arcul respectiv nu existd inaintea
insertiei.

.SuprimNod (var g: TipGraf, indicNod: TipIndicNod) ; -

operator care suprimd din g nodul precizat de indicNod,
impreunda cu toate arcele incidente. Se presupune ca
inaintea suprimarii, un astfel de nod exista.

.SuprimArc (var g: TipGraf, indicArc: TipIndicArc),; -

operator care suprima din g, arcul precizat de
indicArc. Se presupune ca inaintea suprimdrii un astfel
de arc exista.

.ActualizNod (var g: TipGraf,; indicNod: TipIndicNod: x:

TipInfo),; — operator care plaseaza valoarea lui x in
portiunea “informatie” a noduluili indicat de indicNod
din graful g. Se presupune ca indicNod precizeazada un
nod al grafului.

.FurnizeazaNod (g:TipGraf; indicNod: TipIndicNod) :

TipElement,; - operator care returneaza valoarea
elementulul memorat in nodul indicat de indicNod in
graful g.



15.TraversGraf (var g: TipGraf; Vizita (ListdArgumente)) -
operator care realizeazd traversarea grafului g,
executand pentru fiecare element al acestuia procedura
Vizitd (ListaArgumente), unde Vizitd este o procedura
specificatd de utilizator iar ListdArgumente este lista
de parametri a acesteia.

10.3. Tehnici de implementare a tipului de date abstract graf

In vederea prelucririi grafurilor concepute ca si tipuri de date abstracte (TDA) cu
ajutorul sistemelor de calcul, este necesard la primul rand stabilirea modului lor de
reprezentare.

Aceasta activitate constd de fapt din desemnarea unei structuri de date concrete care sa
materializeze in situatia respectiva tipul de date abstract graf.

pentru marea majoritate a tipurilor de date deja studiate:
® (1) De natura grafurilor de implementat
® (1) De natura si frecventa operatiilor care se executa asupra lor.

In esenta se cunosc doud modalitiati majore de implementare a grafurilor: una bazata
pe matrici de adiacente iar celalatd pe structuri de adiacente.

10.3.1. Implementarea grafurilor cu ajutorul matricilor de adiacente.

Cel mai direct mod de reprezentare al unui tip de date abstract graf il constituie
matricea de adiacente (“adjacency matrix”).

Daca se considera graful G=(N, A7) cu multimea nodurilor
N={1,2,...,n},atunci matricea de adiacente asociata grafului G, este o matrice
A[n,n] de elemente booleene, unde A [x, y] este adevarat daca si numai daca in
graf exista un arc de la nodul x la nodul y.

Adesea elementelor booleene ale matricii sunt inlocuite cu intregii 1 (adevarat),
respectiv 0 (fals).

Primul pas in reprezentarea unui graf printr-o matrice de adiacente consta in stabilirea
unei corespondente intre numele nodurilor §i multimea indicilor matricei.

® Aceasta corespondentd poate fi realizata:

e (1) In mod implicit prin alegerea corespunzitoare a tipului de baza al
multimii N

® (2) In mod explicit prin precizarea unei asocieri definite pe mulfimea
nodurilor cu valori Tn multimea indicilor matricei.



® In cazul corespondentei implicite cel mai simplu mod de implementare constad in “a
denumi” nodurile cu numere intregi care coincid cu indicii de acces in matricea de
adiacente.

e Numele nodurilor pot fi de asemenea litere consecutive ale alfabetului sau in
cazul limbajului Pascal, constante ale unui tip enumerare definit de utilizator,
in ambele situatii existand posibilitatea conversiei directe a tipurilor respective
in tipul Intreg prin functii specifice de limbaj.

e In cazul corespondentei explicite, pentru implementarea asocierii pot fi utilizate:
e Tehnici specifice simple cum ar fi cele bazate pe tablouri sau liste sau

e Tehnici mai sofisticate bazate spre exemplu pe arbori binari sau pe metoda
dispersiei.

® Pentru o urmadrire facild a algoritmilor, in cadrul capitolului de fatd, se va utiliza o
metodd implicitd conform céreia nodurile vor avea numele format dintr-o singura
litera.

e In figura 10.3.1.a. apare reprezentarea bazati pe matrice de adiacente (b) a grafului
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Fig.10.3.1.a. Graf (a) reprezentat prin matrice de adiacente (b).

e Se observa faptul ca reprezentarea are un caracter simetric intrucat fiind vorba despre
un graf neorientat, arcul care conecteaza nodul x cu nodul y este reprezentat prin
doua valori in matrice: A [x, y] respectivA[y, x] .

e [n astfel de situatii, deoarece matricea de adiacente este simetrica, ea poate fi
memoratd pe jumatate, element care pe langd avantaje evidente are si
dezavantaje.

e Astfel, pe de-o parte nu toate limbajele de programare sunt propice unei astfel
de implementari,

® Pe de alta parte algoritmii care prelucreaza astfel de matrici sunt oarecum mai
complicati decat cei care prelucreaza matrici integrale.



® In prelucrarea grafurilor se poate face presupunerea ca un nod este conectat cu el
insusi, element care se reflecta in valoarea “adevarat” memorata in toate elementele
situate pe diagonala principala a matricei de adiacente.

® Acest lucru nu este insa obligatoriu si poate fi reconsiderat de la caz la caz.

e In continuare se prezinta doui studii de caz pentru implementarea TDA graf cu
ajutorul matricilor de adiacente.

10.3.1.1. Studiu de caz 1.

e Dupa cum s-a precizat, un graf este definit prin multimea nodurilor si prin multimea
arcelor sale.

e In vederea prelucririi, un astfel de graf trebuie furnizat drept dati de intrare
algoritmului care realizeaza aceasta activitate.

® In acest scop, este necesar a se preciza modul in care se vor introduce in memoria
sistemului de calcul elementele celor doud multimi.

® (1) O posibilitate n acest sens o reprezinta citirea directa, ca data de intrare a
matricii de adiacente, metoda care nu convine in cazul matricilor rare.

® (2) O alta posibilitate o reprezintd urmatoarea:

e In prima etapd se citesc numele nodurilor in vederea asocierii
acestora cu indicii matricei de adiacente

® [n etapa urmatoare, se citesc perechile de nume de noduri care definesc
arce in cadrul grafului.

e Pornind de la aceste perechi se genereaza matricea de adiacente.

e Se face precizarea cd prima etapd poate sa lipseascd daca in
implementarea asocierii se utilizeaza o metoda implicita.

e Insecventa [10.3.1.1.a] apare un exemplu de program pentru crearea unei matrice de
adiacente.

e Corespondenta nume nod-indice este realizatd implicit prin functia “index”,
care are drept parametru numele nodului si returneaza indicele acestuia.

e Din acest motiv, prima etapd se reduce la citirea valorilor n si a care
reprezinta numarul de noduri, respectiv numarul de arce ale grafului.

® Ordinea in care se furnizeaza perechile de noduri in etapa a doua nu este
relevanta, intrucat matricea de adiacente nu este In nici un mod influentata de
aceastd ordine.

{Cazul 1. Implementarea TDA Graf utilizand matrici de
adiacente}

const maxN = 50;



var j,x,y,N,A: integer;
nl,n2: TipNod;
graf: array[l..maxN,1l..maxN] of boolean;
{N = nr.de noduri, A = nr.de arce}

begin
readln(N,A) ; [10.3.1.1.a]
for x := 1 to N do
for vy := 1 to N do graf[x,y]:= false;
for x 1 to N do graf[x,x]:= true;
for j := 1 to A do
begin
readln (nl,n2);
x:= index(nl); y := index(n2);
graf[x,y]:= true; grafly,x]:= true
end

end. {Creare matrice de adiacente}

e Dupa cum se observa in cadrul secventei, tipul variabilelor n1 si n2 este TipNod
care nu este precizat

e De asemenea nu este precizat nici codul aferent functiei index, acestea depinzand
direct de maniera de reprezentare a nodurilor.

e Spre exemplu nl si n2 pot fi de tip caracter iar functia index o expresie de
forma ord (nl)-ord ("a’).

10.3.1.2. Studiu de caz 2

e Studiul de caz 2 prezintda o metoda mai elaboratd de implementare a unui TDA graf,
utilizand drept suport limbajul PASCAL.

® Reprezentarea presupune definirea tipurilor si structurilor de date in conformitate cu
secventa [10.3.1.2.a].

{Cazul 2. Implementarea TDA Graf utilizand matrici de
adiacente}

const NumarNoduri = ....... ;
type TipCheie = ... ;
TipInfo = e ;

TipElement = record
Cheie: TipCheie;
Info : TipInfo

end;
TipContor = 0. .NumarNoduri;
TipIndex = 1. .NumarNoduri;
TipTablouElem = array|[TipIndex] of TipElement;
TipMatrAdj = array|[TipIndex,TipIndex] of boolean;

TipGraf = record
Contor : TipContor; [10.3.1.2.a]
Noduri : TipTablouElem;



Arce : TipMatrAd]
end;

TipArc = record

linie,
coloana : TipIndex
end;
var g : TipGraf;
k,kl,k2 : TipCheie;
e : TipElement;
indicNod : TipIndex;
indicArc : TipArc;

e In acceptiunea acestei reprezentiri, graful din fig. 10.3.1.2.a.(a) va fi implementat
prin urmatoarele elemente:

® (1) contor — care precizeaza numarul de noduri,
® (2) noduri — tabloul care pastreaza nodurile propriu-zise

® (3) arce —matricea de adiacente a grafului (fig.10.3.1.2.a.(b)).

contor = 4
1234
e e noduri=[a ¢ d e ]
1234
arce= 1[0110
201011
o Tk
410110
(a)
(b)
Fig.10.3.1.2.a. Reprezentarea elaboratd a unui graf utilizind matrice de adiacente

e In anumite situatii, pentru simplificare, nodurile nu contin alte informatii in afara
cheii, caz in care TipElement = TipCheie.

® Alteori nodurile nu contin nici un fel de informatii (nici macar cheia) situatie n care
intereseaza numai numele nodurilor in vederea identificarii lor in cadrul reprezentarii.

e In continuare se fac unele consideratii referitoare la implementarea in acest context a
setului de operatori extins (Varianta 1, (Shiflet)).

® (1) Operatorii InitGraf, Grafvid, GrafPlin, impreund cu InserNod si
SuprimNod se referd in regim de consultare sau modificare la contorul care
pastreaza numarul nodurilor grafului: g.contor.



® (2) Informatia continuta de tabloul noduri poate fi ordonata sau neordonata.

® Dacd tabloul noduri este ordonat, localizarea unei chei in cadrul
operatorilor CautdCheieGraf sau IndicaNod se poate realiza prin
tehnica cautarii binare

® Daca tabloul noduri este neordonat localizarea unei chei se poate realiza
prin tehnica cautarii liniara.

® Operatorul CautaCheieGraf indica numai daca cheia este prezenta sau nu

® Operatorul IndicaNod (g:TipGraf; k:TipCheie; var
indicNod:TipIndicNod) asigneazd lui IndicNod indexul nodului
din graful g, care are cheiea egala cu k.

® Operatorul IndicaArc(g: TipGraf; kl1,k2:TipCheie; var
indicArc:TipArc) se comportd intr-o manierd similard, returnand
indexul nodului k1 in variabila de iesire indicArc.linie si indexul
nodului k2 in indicArc.coloana.

® (3) Insertia unui nod depinde de asemenea de maniera de organizarea datelor in cadrul
tabloului noduri.

® (a) Daca noduri este un tablou neordonat, se incrementeaza g.contor si
se memoreaza nodul de inserat in g.noduri [g.contor].

® Dupa cum rezulta din fig.10.3.1.2.b, care reprezinta insertia nodului b
in graful din figura 10.3.1.2.a, nodul nou introdus este izolat, adica in
matricea de adiacente se introduce valoarea fals pe linia g.contor si
pe coloana g.contor.

contor =5

12345

e e noduri=[a c¢c d e b]
12345

@ arce = 11701100
2110110

O
4101100

5100000

(a)

Fig.10.3.1.2.b. Insertia unui nod intr-un graf

® Procedura efectiva de insertie a unui nod nou 1n acest context apare in
secventa [10.3.1.2.b].

{Insertia unuili nod. (Tabloul noduri neordonat) }

procedure InserNod(var g: graf; e: TipElement);
var i,j: TipIndex;



begin [10.3.1.2.b]

g.contor:= g.contor + 1;
g.noduri[g.contor]:= e; {se plaseaza nodul nou}
for i:= 1 to g.contor do
g.arce[i,g.contor]:= false; {se initializeazd matricea
for j:= 1 to g.contor do de adiacente pt. nodul
g.arce[g.contor,j]:= false nou}

end; {InserNod}

(b) Daca in tabloul noduri informatiile sunt ordonate, atunci:

e In prealabil trebuie determinat locul in care se va realiza insertia

® Dupa acesta, trebuiesc realizate mutari de elemente in tabloul g.noduri

® Urmate de mutari de linii si de coloane in matricea de adiacente
g.arce.

[

In final se realizeaza insertia propriu-zisd si se compleaza matricea de
adiacente.

(4) Intr-o maniera similara, la suprimarea nodului cu indexul indicNod, trebuiesc
efectuate miscari in tablourile g.noduri si g.arce.

e Figura 10.3.1.2.c ilustreazd suprimarea nodului c din structura de graf din
figura 10.3.1.2.b.

® [n vederea suprimarii, indicNod are valoarea 2 precizand nodul c, iar
suprimarea propriu-zisd presupune stergerea nodului din g.Noduri si
modificarea matricei de adiacente prin excluderea arcelor conexe nodului c.
contor = 4
123 4
e ° noduri=[a b d e]
1234
arce= 1[0010
20000
° 31001
410010
(@)
(b)
Fig.10.3.1.2.c. Suprimarea unui nod dintr-o structurd graf
[

(a) Daca tabloul noduri este neordonat, stergerea lui c se poate realiza prin
mutarea ultimului element al tabloului in locul sau.

® Pentru pastrarea corectitudinii reprezentarii, este necesara stergerea arcelor
conexe lui ¢ din matricea de adiacente,

® Pentru aceasta se copiazd linia §i coloana corespunzatoare

ultimului nod din matricea g.arce, adica nodul b peste linia si
coloana nodului care a fost suprimat.



e In final se decrementeaza variabila g.contor.

® Procedura care implementeaza aceste activitati se numeste SuprimNod si
apare in secventa [10.3.1.2.c].

{Suprimarea unui nod. (Tabloul noduri neordonat) }

procedure SuprimNod(var g: Graf; indicNod: TipIndex);
var i,7j: TipIndex;

begin
g.noduri[indicNod] := g.noduri[g.contor]; [10.3.1.2.c]
for j:= 1 to g.contor do
g.arce[indicNod, j]:= g.arcel[g.contor,j];
for i:= 1 to g.contor do
g.arce[i,indicNod] := g.arcel[i,g.contor];
g.contor := g.contor - 1

end; {SuprimNod}

e (b) Daca tabloul noduri este sortat, atunci suprimarea presupune:

® Mutarea cu o pozitie a tuturor nodurilor care au indexul mai mare ca
indicNod din tabloul noduri

® Mutarea liniilor si coloanelor corespunzatoare lor din matricea de
adiacente.

® Dupd cum se observa suprimarea unui nod presupune implicit $i suprimarea
arcelor conexe lui.

e Existd insa posibilitatea de a sterge arce fara a modifica multimea nodurilor.

e In acest scop se utilizeazi procedura SuprimArc(g: TipGraf;
indicArc: TipArc) secventa [10.3.1.2.d].

e Datorita simetriei reprezentdrii stergerea unui arc presupune doud
modificari in matricea de adiacente.

{Suprimarea unui arc} [10.3.1.2.d]

procedure SuprimArc(var g: Graf; indicArc: TipArc);
begin
g.Arc[indicArc.linie,indicArc.coloana]:= false;
g.Arc[indicArc.coloana,indicArc.linie] := false
end; {SuprimArc}

e In concluzie in studiul de caz 2, crearea unei structuri pentru un TDA graf presupune
doua etape:



® (1) Precizarea nodurilor grafului, implementata printr-o suitd de apeluri ale
procedurii InserNod (céte un apel pentru fiecare nod al grafului);

® (2) Conectarea nodurilor grafului, implementata printr-o suitd de apeluri ale
procedurii InserArc (cate un apel pentru fiecare arc al grafului).

e In general reprezentarea bazatd pe matrice de adiacente este eficientd in cazul
grafurilor dense.

e Din punctul de vedere al spatiului de memorie necesar reprezentarii, matricea de
adiacente necesitd n’ locatii de memorie pentru un graf cu n noduri.

® In plus mai sunt necesare locatii de memorie pentru memorarea informatiilor
aferente celor n noduri.

e C(rearea grafului necesitd un efort proportional cu O(n) pentru noduri si
aproximativ O(n®) pasi pentru arce, mai precis O(a).

e In consecintid de reguld, utilizarea reprezentirii bazate pe matrice de adiacente
conduce la algoritmi care necesita un efort de calcul de ordinul O(n?).

10.3.2. Implementarea grafurilor cu ajutorul structurilor de adiacente

® O altd maniera de reprezentare a TDA graf o constituie structurile de adiacente
(“adjacency-structures”).

® [n cadrul acestei reprezentari, fiecarui nod al grafului i se asociaza o lista de
adiacente in care sunt inldntuite toate nodurile cu care acesta este conectat.

e In continuare se prezinti trei studii de caz pentru implementarea grafurilor cu ajutorul
structurilor de adiacenta.

10.3.2.1. Studiu de caz 1

e Implementarea structurii de adiacente se bazeazd in Cazul 1 de studiu pe liste inlantuite
simple.

e Inceputurile listelor de adiacente sunt pastrate intr-un tablou Strad; indexat
prin intermediul nodurilor.

e Initial 1n acest tablou se introduc inlantuiri vide, urmand ca insertiile in liste sa
fie de tipul “la inceputul listei”.

e Adaugarea unui arc care conecteaza nodul x cu nodul y in cadrul acestui mod de
reprezentare presupune in cazul grafurilor neorientate, insertia nodului x in lista
de adiacente a lui vy si insertia lui v 1n lista de adiacente a nodului x.

e Un exemplu de program care construieste o astfel de structurd apare 1n secventa
[10.3.2.1.a]



{Cazul 1. Constructia wunui graf wutilizédnd structuri de
adiacente implementate cu ajutorul listelor inlantuite simple}

const maxN = 100;
type RefTipNod = "TipNod;
TipNod = recod
nume: integer;
urm: RefTipNod
end; {TipNod}

var j,x,y,N,A: integer;
v: RefTipNod;
StrAdj: array[l..maxN] of RefTipNod;

begin

readln(N,A) ; [10.3.2.1.a]

for j:= 1 to N do StrAdj[j]:= nil;

for j:= 1 to A do

begin

readln (nl,n2);
X:= index(nl); y:= index(n2);
NEW (v); v .nume:= x; v .urm:= StrAdjly]l;

StrAdj[y]:= v; {insertie in fata}
NEW (v),; v~.nume:= y; v .urm:= StrAdj[x];
StrAdj[x]:= v {insertie in fata}

end

e in figura 10.3.2.1.a se prezintd reprezentarea grafici a structurii construite pornind de la
graful (a) din aceeasi figura.

e Se face precizarea ca datele de intrare (arcele) au fost furnizate in urmatoarea ordine:
(a,c), (a,d), (c,e), (c,d)si(d,e).

TipNod

nume urm

e a - n= m

© lh‘f' . R -EN

(X o [ FEEE-EN
o e A —{Ta-1N

StrAdj

Fig.10.3.2.1.a. Grafsi structura sa de adiacente

e Se observa ca un arc oarecare (x,y) este evidentiat in doud locuri in cadrul structurii,
atat in lista de adiacente a lui x, cat sin cea a lui y.

® Acest mod redundant de evidentiere isi dovedeste utilitatea In situatia in care se
cere sa se determine Intr-o maniera eficienta care sunt nodurile conectate la un
anumit nod x.

e Pentru acest mod de reprezentare, conteazd ordinea in care sunt prezentate arcele



respectiv perechile de noduri, la intrare.

e Astfel, un acelasi graf poate fi reprezentat ca structurd de adiacente in moduri
diferite.

® Ordinea in care apar arcele In lista de adiacente, afecteaza la rdndul ei ordinea in care
sunt prelucrate arcele de catre algoritm.

e Functie de natura algoritmilor utilizati in prelucrare aceastd ordine poate sa
influenteze sau nu rezultatul prelucrarii.

10.3.2.2. Studiu de caz 2

e In acest cazul 2 de studiu, implementarea structurilor de adiacente se bazeazi pe structuri
multilista.

e Astfel, o structurd de adiacente este de fapt o lista inlantuita a nodurilor grafului.

e Pentru fiecare nod al acestei liste se pastreaza o listd a arcelor, adica o lista
inlantuita a cheilor nodurilor adiacente.

® In consecintd, fiecare nod al listei nodurilor va contine doua inlantuiri, una
indicand nodul urmator, cealalta, lista nodurilor adiacente.

e In figura 10.3.2.2.a apare structura de adiacente (b) a grafului (a).

TipNod
elem urmNod incepAdj

J

indicArc cheieAdj urmAdj

v e [ [ e [F[a [F-[ 1N
ndicNod [o}—[ @ [ g [o—[e [of—[c [z [N]

\4

e d c

(b)

Fig.10.3.2.2.a. Reprezentarea unui graf ca si o structura de adiacente utilizind structuri
multilista

® Implementarea PASCAL a structurii multilista apare in secventa [10.3.2.2.a].



{Cazul 2. Implementarea grafurilor utilizadnd structuri de
adiacente implementate cu ajutorul structurilor multilistd}

type TipCheie = ..., ;
TipInfo = ... ;
TipElement = record

cheie: TipCheie;
info : TipInfo
end;

RefTipAd] = "TipAdj;

TipAd]j = record
cheieAdj: TipCheie;
urmAdj : RefTipAd]
end;
RefTipNod = "TipNod;
TipGraf = RefTipNod;
TipNod = record
elem : TipElement;
urmNod : RefTipNod;
incepAdj: RefTipAdj [10.3.2.2.a]
end;
TipArc = record
vl,v2: RefTipNod
end;
var g: TipGraf;
indicNod: RefTipNod;
indicArc: TipArc;
k,kl,k2: TipCheie;
e: TipElement;

e Se face precizarea ca valorile aferente nodurilor sunt pastrate integral in lista de
noduri, in lista de arce aparand numai cheile.

e Este posibil ca cAmpul info si lipseascd si deci TipElement=TipCheie.

e In figura 10.3.2.2.a apare reprezentarea schematica a unei structuri de adiacente cu
precizarea campurilor aferente.

e De asemenea sunt prezentate ca exemplu variabilele g, indicNod si
indicArc, evidentiindu-se structura fiecareia.

e In cadrul acestei structuri de date:
® CQOperatorii CautdCheieGraf, IndicdNod si IndicdArc apartinand
setului de operatori extins (varianta 1) utilizeaza tehnica cautdrii liniare in
determinarea unui nod a carui cheie este cunoscuta.

e Insertia unui nod nou se realizeaza simplu la inceputul listei nodurilor.

® Operatorul InserArc(g: TipGraf; ,k;, k., : TipCheie)
presupune insertia lui k; 1n lista de adiacente a lui k; si reciproc.



e Siin acest caz insertia se realizeaza cel mai simplu la inceputul listei.

e Suprimarea unui arc precizat spre exemplu de indicatorul indicArc
presupune extragerea a doud noduri din doud liste de adiacente diferite.

e Astfel in figura 10.3.2.2.a, variabila indicArc contine doi pointeri
v §l1 v, care indica cele doud noduri conectate din lista de noduri.

® [n vederea suprimarii arcului care le conecteaza este necesar ca fiecare
nod 1n parte sa fie suprimat din lista de adiacente a celuilalt.

e In cazul ilustrat, pentru a suprima arcul (a,c)=(c,a) se scoate a
din lista lui ¢, respectiv ¢ din lista lui a.

® Procedura care realizeaza suprimarea in aceastd manierd a unui arc apare 1n secventa
[10.3.2.2.b]

e Se face precizarea ca procedura SuprimArc este redactatd in termenii setului de
operatori aplicabili obiectelor de tip lista [Vol 1. &6.2.1].

{Suprimarea unui arc. In implementare se utilizeaza
operatorii definiti pentru TDA Lista inldntuitd simpla}

procedure SuprimArc(g: TipGraf; indicArc: TipArc);
var ikl,ik2: RefTipAdj;

begin
ikl:= Cauta(indicArc.vl”.elem.cheie,
indicArc.v2”.incepAdj) ;
ik2:= Cauta(indicArc.v2”.elem.cheie,

indicArc.v1l”.elem.cheie); [10.3.2.2.b]
Suprima(ikl,indicArc.v2”.incepAdj) ;
Suprima (ik2, indicArc.v1”.incepAd]j)
end; {SuprimArc}
e In figura 10.3.2.2.b apare structura de adiacente aferenti grafului din figura
10.3.2.2.a(a) dupa suprimarea arcului (a, c) .

(a)
9 [— N
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Fig.10.3.2.2.b. Structura de adiacente dupa suprimarea unui arc (a,c)

e Suprimarea unui nod dintr-o structurd de graf, presupune nu numai suprimarea
propriu-zisd a nodului respectiv ci in plus suprimarea tuturor arcelor incidente
acestui nod.

e Inacest scop, se determina cheia k1 a nodului de suprimat.

e In continuare, atdt timp cat mai existd elemente in lista sa de adiacente se
realizeaza urmatoarea secventd de operatii:

® (1) Se determind cheia k2 a primului element din lista de adiacente a
lui k1;

® (2) Se suprima arcul (k1,k2) suprimand pe k2 din lista lui k1 si pe
k1 din lista lui k2;

e 1In final se suprima nodul k1 din lista nodurilor grafului.

® Procedura care realizeaza suprimarea unui nod apare in secventa [10.3.2.2.c]

{Suprimarea unui nod. In implementare se utilizeazd
operatorii definiti pentru TDA Listd inlantuita simpld}

procedure SuprimNod(g: TipGraf; indicNod: RefTipNod) ;

var kl,k2 : TipCheie;
indicNod2 : REfTipNod;
ikl, curent: PtrAdj; [10.3.2.2.c]

begin
kl:= indicNod”.elem.cheie; curent:= indicNod”.incepAdj;
WHILE not Fin(curent) do
begin
k2:= (Primul (curent))”.cheieAdj;
Suprima (Primul (curent),curent);

{Se presupune ca operatorul Suprima actualizeaza in
mod corespunzator valoarea variabilei "curent"
nemaifiind necesarad trecerea explicita la
elementul urmator al listei indicate de "curent".
Se precizeaza faptul ca in aceastd situatie este
vorba despre o suprimare a primului element al
listei}

indicNod2 := Cauta(k2,q);
ikl:= Cauta(kl,indicNod2”.incepAdj) ;
Suprima(ikl, indicNod2”.incepAd]j) ;
end
Suprima (indicNod, g)
end;
{SuprimNod}



e In fig.10.3.2.2.c apare reprezentati structura de adiacente rezultatd in urma suprimarii
nodului d din graful din figura 10.3.2.2.b.
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Fig.10.3.2.2.c. Structurd de adiacente dupa suprimarea unui nod (d).

10.4. Tehnici fundamentale de traversare a grafurilor

® Rezolvarea eficientd a problemelor curente referitoare la grafuri, presupune de regula,
traversarea (vizitarea sau parcurgerea) nodurilor si arcelor acestora intr-o maniera
sistematica.

® In acest scop s-au dezvoltat doua tehnici fundamentale, una bazatd pe cautarea in
adancime, cealalta bazata pe cautarea prin cuprindere.

10.4.1. Traversarea grafurilor prin tehnica cautarii ”in adancime” ("Depth-
First Search”)

e (autarea in adancime este una dintre tehnicile fundamentale de traversare a grafurilor.

® Aceasta tehnica este similara traversarii in preordine a arborilor §i ea constituie nucleul
in jurul caruia pot fi dezvoltati numerosi algoritmi eficienti de prelucrare a grafurilor.

® Principiul cautarii “in adancime” intr-un graf G este urmatorul:
e Se marcheaza initial toate nodurile grafului G cu marca “nevizitat”.

e (autarea debuteaza cu selectia unui nod n a lui G pe post de nod de pornire si
cu marcarea acestuia cu “vizitat”.

e |n continuare, fiecare nod nevizitat adiacent lui n este “cautat” la randul sau,
aplicand in mod recursiv aceeasi “cdutare in adancime”.

e (data ce toate nodurile la care se poate ajunge pornind de la n au fost vizitate in
maniera mai sus precizata, cercetarea lui n este terminata.

e Daca in graf au ramas noduri nevizitate, se selecteaza unul dintre ele drept nod
nou de pornire si procesul se repetd pand cand toate nodurile grafului au fost
vizitate.



® Aceastd tehnicd se numeste cautare “In adancime” ("depth-first") deoarece
parcurgerea grafului se realizeaza inaintdnd “in adancime” pe o directie aleasd atata
timp cat acest lucru este posibil.

e Spre exemplu, presupunand ca x este ultimul nod vizitat, cautarea in adancime
selecteaza un arc neexplorat conectat la nodul x.

e Fie y nodul corespunzator acestui arc.
e Daca nodul y a fost deja vizitat, se cautd un alt arc neexplorat conectat la x.

e Dacd y nu a fost vizitat anterior, el este marcat “vizitat” si se initiazd o
noua cautare incepand cu nodul y.

e In momentul in care se epuizeazi ciutarea pe toate drumurile posibile pornind
de la y, se revine la nodul x, (principiul recursivitatii) si se continud in aceeasi
manierd selectia arcelor neexplorate ale acestui nod, pana cand sunt epuizate
toate posibilitatile care deriva din x.

® Se observa clar tendinta initiald de adancire, de indepartare fata de sursa, urmata

eqge vy

e Considerand o structura graf intr-o reprezentare, oarecare $i un tablou “marc” ale
carui elemente corespunzand nodurilor grafului, marcheaza faptul ca un nod a fost sau
nu vizitat, schita de principiu a algoritmului de cautare in adancime apare in secventa
[10.4.1.a].

{Cautarea "in adancime". Schita de principiu a algoritmului.
Varianta 1}

procedure CautalnAdincime (x: TipNod) ;
var y: TipNod;
begin
marc([x] := vizitat; [10.4.1.a]
for fiecare nod y adiacent lui x do
if marc([y] = nevizitat then
CautaInAdincime (y)
end; {CautalInAdincime}

10.4.1.1. Cautarea "in adancime", varianta CLR

e O variantd mai elaboratd a traversdrii in addncime este cea propusd de Cormen,
Leiserson si Rivest [CLR92].

e Conform acesteia, pe parcursul traversarii nodurilor sunt colorate pentru a marca
starile prin care trec.

® Din aceste motive traversarea grafurilor este cunoscuta si sub denumirea de "colorare
a grafurilor".

e Culorile utilizate sunt alb, gri si negru.



e Toate nodurile sunt initial colorate in alb, n timpul traversarii devin gri iar la
terminarea traversarii sunt colorate in negru.

e Un nod alb care este descoperit prima data in traversare este colorat.

® In consecintd, nodurile gri si negre au fost deja intilnite in procesul de
traversare, ele marcand modul 1n care avanseaza traversarea.

® Un nod este colorat in negru cand toate nodurile adiacente lui au fost
descoperite.

e Un nod colorat in gri poate avea si noduri adiacente albe.

® Nodurile gri marcheaza frontiera 1intre nodurile descoperite si cele
nedescoperite si ele se pastreaza de reguld in structura de date asociatd
procesului de traversare.

e In procesul de traversare se poate construi un subgraf asociat traversarii, subgraf
care include arcele parcurse in traversare si care este de fapt un graf de precedente.

® Acest subgraf este un graf conex aciclic, adica un arbore, care poate fi simplu
reprezentat prin tehnica "indicator spre parinte".

e Tehnica de constructie a subgrafului este urmatoarea:

® Atunci cand n procesul de cdutare se ajunge de la nodul u la nodul v,
acest lucru se marcheaza in subgraful asociat s prin s [v] =u.

e Graful de precedente este descris formal conform urmatoarelor relatii

[10.4.1.1.a].
Gpred (Nr Apred)
Apred {(s[v],V) VEA & s[v]#nil} [10.4.1.1.a]

e Subgraful predecesorilor asociat cautirii in adancime intr-un graf
precizat, formeaza o padure de arbori de cautare in adancime.

® Pe langa crearea propriu-zisa a subgrafului predecesorilor fiecarui nod i se pot
asocia doud marci de timp ("timestamps"'):

e (1) i[v] memoreaza momentul descoperirii nodului v (colorarea sa in
gri),

® (2) f[v] memoreazd momentul termindrii explordrii nodurilor
adiacente lui v (colorarea se in negru).

® Marcile de timp sunt utilizate in multi algoritmi referitori la grafuri si ele
precizeaza in general comportamentul in timp.



e In cazul de fata, pentru simplitate, timpul este conceput ca un intreg
care ia valori intre 1 §i 2 | N |, intrucat este incrementat cu 1 la fiecare
descoperire respectiv terminare de examinare a fiecaruia din cele |N |

noduri ale grafului.

® Varianta de cautare in adancime propusd de Cormen, Lesiserson si Rivest apare in
secventa [10.4.1.1.b]

{Cautarea "in adancime". Schita de principiu a algoritmului.

procedure TraversareInAdincime (G:

(1]

(4]
[5]
[6]
(7]

Varianta 2 (Cormen, Leiserson, Rivest}

for fiecare nod u € N(G) do
begin
culoare[u]l<-alb;
splul]<-nil
end
timp<-0;
for fiecare nod u € N(G) do
if culoare[u]l=alb then
CautareInAdincime (u) ;

procedure CautareInAdancime (u: TipNod) ;

(1]

(2]
[3]
(4]

culoarel[u]<-gri;
timp<-timp+l; i[u]l<-timp;
for fiecare v adiacent lui u do
if culoare([v]=alb then
begin
splv]<-u;
CautareInAdancime (V)
end
culoare[u]<-negru;
timp<-timp+l; flu]l<-timp;

TipGraf) ;

[10.4.1.1.b]

® Analiza algoritmului.

e Liniile 1-3 si 5-7 ale lui TraversareInAddncime necesitd un timp
proportional cu O(N), excluzand timpul necesar executiei apelurilor procedurii

de cautare propriu-zise.

® Procedura CautareInAdincime este apelatd exact odatd pentru fiecare
nod vEN, deoarece ea este invocatd doar pentru noduri albe si primul lucru pe

care il face este sa coloreze respectivul nod in gri.

e Liniile 3-6 se executa intr-un interval de timp proportional cu |Adj[v] |

unde este valabila formula [10.4.1.1.c].

> | Adj[v]=0(a) [10.4.1.1.c]

veN



In consecinti rezulti ci costul total al executiei liniilor 2-5 ale procedurii
CautareInAdancime este O(A).

Timpul total de executie al traversarii prin cdutare in adancime este deci
O(N+A).

e In continuare se detaliazd aceasti tehnici de cautare pentru diferite modalititi de
implementare a grafurilor.

10.4.1.2. Cautare ”in adancime” in grafuri reprezentate prin structuri de
adiacente

® Procedura care implementeaza cautarea in adancime in grafuri reprezentate prin
structuri de adiacente apare in secventa [10.4.1.2.a].

Procedura Traversarel completeaza tabloul marc[l..maxN] pe
masurd ce sunt traversate (vizitate) nodurile grafului.

Tabloul marc este pozitionat initial pe zero, astfel incat marc [x]=0 indica
faptul ca nodul x nu a fost inca vizitat.

Pe parcursul traversarii campul marc corespunzator unui nod x se
completeaza In momentul Inceperii vizitarii cu valoarea “id”, valoare care se
incrementeaza la fiecare nod vizitat si care indica faptul ca nodul x este cel
de-al id-lea vizitat.

Procedura de traversare utilizeaza procedura recursivd CautaInAdéncime
care realizeazd vizitarea tuturor nodurilor apartinatoare acelei componente
conexe a grafului, careia 1i apartine nodul furnizat ca parametru.

Se face precizarea cd procedura Traversarel din secventa [10.4.1.2.a] se
referd la reprezentarea TDA graf bazatd pe structuri de adiacentd
implementate cu ajutorul listelor inlantuite simple.

{Traversarea "in adancime" a grafurilor reprezentate prin
structuri de adiacente implementate cu ajutorul listelor
inldntuite simple.}

procedure Traversarel;
var id,x: integer;
marc: array[l..maxN] of integer;

procedure CautalnAdincime (x: integer);
var t: RefTipNod;

begin

id:= id + 1; marc[x]:= id; write (t”.nume):;

t:= Stradj[x];

while t <> nil do

begin
if marc[t”.nume] = 0 then
CautaInAdincime (t”.nume) ;

t:= th.urm

end



end; {CautalInAdincime}

begin { Traversarel }

id:= 0;
for x:= 1 to N do marc([x]:= 0;
for x:= 1 to N do
if marc[x] = 0 then
begin
CautalInAdincime (x); writeln
end

end; { Travesarel }

® Vizitarea unui nod presupune parcurgerea tuturor arcelor conexe lui, adica
parcurgerea listei sale de adiacente si verificarea pentru fiecare arc in parte, daca el
conduce la un nod care a fost sau nu vizitat.

e In caz ca nodul este nevizitat procedura se apeleaza recursiv pentru acel nod.

® Procedura Traversarel, parcurge tabloul marc si apeleaza procedura de
CautaInAdancime pentru componentele nevizitate ale grafului, panda Ila
traversarea sa integrala.

® Trebuie observat faptul ca fiecare apel al procedurii CautaInAdancime
realizat din cadrul procedurii Traversarel asigura parcurgerea unei
componente conexe a grafului si anume a componentei conexe care contine
nodul selectat.

e In figura 10.4.1.2.a apare urma executiei algoritmului de ciutare in adincime pentru
graful (a) din figura.

e Structura de adiacente aferenta grafului apare in aceeasi figura (b)
e Evolutia continutului stivei apare in in aceeasi figura (c).

e Se mentioneazd faptul cd nodurile structurii de adiacente au atasat un
exponent fractionar care la numadrator precizeazd momentul la care este
descoperit nodul, (adicdi momentul in care este introdus in stivd), iar la
numitor, momentul terminarii explorarii nodului, (adicd momentul in care este
scos din stiva).

Graful este traversat drept consecintd a apelului CautdInAdéncime (A), efectuat
in ciclul for al procedurii Traversarel.

e (a atare nodul A este introdus in stiva la momentul 1.

e Pentru nodul A se parcurge lista sa de adiacente, primul arc traversat fiind AF,
deoarece F este primul nod din lista de adicente a lui A.

e In continuare se apeleaza procedura CautdInAdancime pentru nodul F, in
consecintd nodul F este introdus in stiva la momentul 2 si se traverseaza arcul
FA, A fiind primul nod din lista de adiacente a lui F.



Intrucat nodul A a fost deja descoperit (intrarea sa in tabloul marc contine o
valoare nenuld), se alege in continuare arcul FE, E fiind nodul urmator in lista
de adiacente a lui F.

Nodul E se introduce in stiva la momentul 3.

Se traverseaza in continuare arcul EG (G se introduce 1n stiva la momentul 4)
G fiind primul nod din lista de adiacente a lui E.

In continuare se traverseazi arcul GE respectiv GA (nodurile E respectiv A
fiind deja descoperite), moment in care se termind parcurgerea listei de
adiacente a lui G, fapt realizat la timpul 5.

Se elimina G din stiva, se revine in lista nodului E i se continud parcurgerea
listei sale de adiacente traversand arcele EF (nodul F a fost deja vizitat) si ED.

Ca atare nodul D este descoperit la momentul 6 si in continuare vizita lui D
presupune traversarea arcelor DE si DF care niciunul nu conduce la un nod
nou.

Terminarea parcurgerii listei de adiacente a lui D are drept consecuintd
finalizarea vizitarii lui si scoaterea din stiva la momentul 7.

Se revine in lista de adiacente a lui E. Deoarece D a fost ultimul nod din lista
de adiacente a lui E, vizita lui E se incheie la momentul 8 §i revine in nodul F
a carui vizitare se Incheie prin parcurgerea arcului FD (D deja vizitat).

Se elimind F din stiva la momentul 9, se revine in lista lui A si se gaseste
nodul C nevizitat Inca.

C se introduce in stivd la momentul 10, i se parcurge lista care 1l contine doar
pe A deja vizitat si este extras din stiva la momentul 11.

Se continua parcurgerea listei de adiacente a nodului A si se gaseste nodul B
care suferd un tratament similar lui C, la momentele 12 respectiv 13.

In final se ajunge la sfarsitul listei lui A, A se scoate din stiva la momentul 14
si procesul de traversare se incheie.
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Fig.10.4.1.2.a. Urma executiei algoritmului recursiv de cautare in adancime

e Un alt mod de a urmari desfasurarea operatiei de cautare in adancime este acela de a
redesena graful traversat pornind de la apelurile recursive ale procedurii

CautInAdancime, cain figura 10.4.2.1.b.

(b)

Fig.10.4.2.1.b. Arbori de cautare in adancime

e in figura 10.4.2.1.b:

® O linie continua indica faptul ca nodul aflat la extremitatea sa inferioara, a
fost gasit in procesul de cautare in lista de adiacente a nodului aflat la



extremitatea sa superioard si nefiind vizitat la momentul considerat, s-a
realizat pentru el un apel recursiv al procedurii de cautare.

® O linie punctata indicd un nod descoperit in lista de adiacente a nodului
sursa, pentru care apelul recursiv nu se realizeaza, deoarece nodul a fost deja
vizitat sau este in curs de vizitare (este memorat in stiva asociata prelucrarii).

e (a atare conditia din instructia i £ a procedurii CautdInAdéncime
nu este indeplinita nodul fiind marcat cu vizitat in tabloul marc si in
consecintd pentru acest nod nu se realizeazd un apel recursiv al
procedurii.

® Aplicand aceastad tehnica, pentru fiecare componentd conexda a unui graf se
obtine un arbore de acoperire ("spanning tree") numit si arbore de cautare
in adancime al componentei.

e La traversarea acestui arbore In preordine se obtin nodurile in ordinea
in care sunt prima datd intalnite in procesul de cautare

e La traversarea sa in postordine furnizeaza nodurile in ordinea in care
cercetarea lor se incheie.

e Este important de subliniat faptul ca intrucat ramurile arborilor de acoperire,
materializeazd arcele grafului, multimea (pddurea) arborilor de cautare in
adancime asociati unui graf reprezinta o altd metoda de reprezentare grafica a
grafului.

O proprietate esentiala a arborilor de cautare In adancime pentru grafuri neorientate
este aceea ca liniile punctate indicd intotdeauna un stramos al nodului in cauza.

In orice moment al executiei algoritmului, nodurile grafului se impart in trei clase:

® (1) Clasa I - contine nodurile pentru care procesul de vizitare s-a terminat
(colorate n negru)

® (2) Clasa Il - contine nodurile care sunt in curs de vizitare (colorate in gri)
® (3) Clasa III - contine nodurile la care nu s-a ajuns inca (colorate in alb).

(1) In ceea ce priveste prima clasd de noduri, datoritd modului de implementare a
procedurii de cautare, nu va mai fi selectat nici un arc care indica vreun astfel de nod,
motiv pentru care aceste arce nu se reprezinta in structura de arbore.

(2) In ceea ce priveste clasa a I1I-a de noduri, aceasta cuprinde nodurile pentru care se
vor realiza apeluri recursive si arcurile care conduc la ele vor fi marcate cu linie
continud in arbore.

(3) Mai raman nodurile din cea de-a doua clasa: acestea sunt nodurile care au aparut
cu sigurantd In drumul de la nodul curent la rddacina arborelui, sunt colorate 1n gri si
sunt memorate in stiva asociata cautarii.

e (a atare, orice arc procesat care indica vreunul din aceste noduri apare reprezentat
punctat n arborele de cdutare in adancime.



In concluzie:

® Arcele marcate continuu in figura 10.4.1.2.b se numesc arce de arbore

® Arcele marcate punctat se numesc arce de retur.

Din punct de vedere formal, daca x si y sunt noduri ale grafului ce urmeaza a fi
traversat atunci:

(1) Arcul de arbore este acel arc (x, y) al grafului pentru care instanta de apel a
procedurii recursive CautdaInAdancime (x) apeleaza instanta
CautdaInAdancime (y) .

® Nodul y apartine clasei III la momentul apelului (colorat in alb, adica
nevizitat) .

(2) Arcul de retur (x, y) este un arc al grafului intdlnit in procesul de vizitare al
nodului x, adica intalnit in lista lui de adiacente §i care conduce la un nod y
apartinand clasei I sau II,

e (u alte cuvinte y este un nod pentru care procesul de vizitare s-a
terminat (colorat Tn negru) sau care se afla in stiva asociata traversarii
(colorat in gri).

® Arcul de retur (x, y) indica de fapt un nod strdmos al nodului x.

10.4.1.3. Cautare ”in adancime” in grafuri reprezentate prin matrici de
adiacente

Procedura care implementeaza cautarea in adancime in grafuri reprezentate prin
matrici de adiacente apare in secventa [10.4.1.3.a].

e Traversarea listei de adiacente a unui nod din cazul anterior, se transforma in
parcurgerea liniei corespunzdtoare nodului din matricea de adiacente, cautand
valori adevarate (care marcheaza arce).

e (Casi in cazul anterior, selectia unui arc care conduce la un nod nevizitat este
urmata de un apel recursiv al procedurii de cautare pentru nodul respectiv.

e Datoritda modului diferit de reprezentare a grafului, arcele conectate la noduri
sunt examinate intr-o altd ordine, motiv pentru care arborii de cautare in
adancime care alcatuiesc padurea corespunzatoare grafului difera ca forma.

{Cautare "in adancime" in grafuri reprezentate prin matrici
de adiacente}

procedure CautalInAdincimel (x: integer);
var t: integer;
begin

id:= id + 1; marc[x]:= id;



write (x); [10.4.1.3.a]
for t:= 1 to N do

if A[x,t] then
if marc[t] = 0 then CautalInAdincimel (t)
end; { CautalInAdincimel }

e Pentru graful din figura 10.4.1.3.a (a), a carui matrice de adiacente apare in aceeasi
figura (b), evolutia stivei asociate traversarii apare in (c) si (d) iar arborii de cautare in
adancime corespunzatori apar in fig. 10.4.1.3.b.
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Fig.10.4.1.3.a.Cautare 1n adancime in grafuri reprezentate prin matrice de adiacente




Fig.10.4.1.3.b. Padure de arbori de cautare in adancime in grafuri reprezentate prin
matrice de adiacente

Se observd unele diferente fata de padurea de arbori reprezentata in fig. 10.4.2.1.b,
corespunzatoare aceluiasi graf.

® Prin aceasta se subliniaza faptul cd o padure de arbori de cdutare in adancime
nu este altceva decadt o altd maniera de reprezentare a unui graf, a carei
alcatuire particulara depinde atat de metoda de traversare a grafului cat si de
reprezentarea internd utilizata.

Din punct de vedere al eficientei, cautarea in adancime in grafuri reprezentate prin
matrice de adiacente necesita un timp proportional cu o(nd).

® Acest lucru este evident Intrucat in procesul de traversare este verificat fiecare
element al matricei de adiacente.

Cautarea in adancime rezolva unele probleme fundamentale ale prelucrarii grafurilor.

e Astfel, deoarece procedura de parcurgere a unui graf se bazeaza pe traversarea
pe rand a componentelor sale conexe, numarul componentelor conexe ale unui
graf poate fi determinat simplu contorizind numarul de apeluri ale procedurii
CautaInAdancime efectuat din ultima linie a procedurii Traversarel.

Cautarea 1n adancime permite de asemenea verificarea simpla a existentei ciclurilor
intr-un graf.

e Astfel, un graf contine un ciclu, dacd s§i numai dacd procedura
CautaInAdancime descoperd o valoare diferita de zero in tabloul marc.

® Aceasta inseamna cd se parcurge un arc care conduce la un nod care a mai fost
vizitat, deci graful contine un ciclu.

® In cazul grafurilor neorientate trebuie nsa sa se tind cont de reprezentarea
dubla a fiecarui arc, care poate produce confuzii.

e Pentru reprezentarea grafurilor prin padure de arbori de cautare, liniile
punctate sunt acelea care inchid ciclurile.



