10.4.2. Traversarea grafurilor prin tehnica cautarii ”prin cuprindere”
(”Breadth-First Search”)

® O altd maniera sistematicd de traversare a nodurilor unui graf o reprezintd cautarea
prin cuprindere (“breadth first search”).

e (Cautarea prin cuprindere se bazeaza pe urmatoarea tehnica:

® Pentru fiecare nod vizitat x, se cautd in imediata sa vecinatate “cuprinzand”
in vederea vizitarii toate nodurile adiacente lui.

e Pentru implementarea acestei tehnici de parcurgere, in locul stivei din metoda de
cautare anterioard, pentru retinerea nodurilor vizate se poate utiliza o structura de
date coada.

e Schita de principiu a algoritmului de parcurgere apare in secventa [10.4.2.a].

e Se precizeaza faptul ca s-a utilizat o structurd de date coada (Q) asupra
careia actioneaza operatori specifici [Vol.1,&6.5.4.1, Cr00].

{Cdautare prin cuprindere. Schita de principiu. Varianta 1}

procedure CautaPrinCuprindere (x: TipNod; T: TipMultime);
{se parcurg toate nodurile adiacente lui x prin cdutare
prin cuprindere}

var Q: CoadaDeNoduri;
x,y: TipNod;
marc: array[l..maxN] of integer;

begin
marc([x] := vizitat;
Adauga(x,Q);
while not Vid(Q) do [10.4.2.a]
begin
x := Cap(Q);
Scoate(Q);
for fiecare nod y adiacent lui x do
iIf marc[y] = nevizitat then
begin
marcly] := vizitat;
Adauga(y,Q);
INSERTIE ( (x,vy),T)
end
end
end; {CautaPrinCuprindere}

e Algoritmul din secventa [10.4.2.a] insereazd arcele parcurse ale grafului intr-o
multime T despre care se presupune cd este initial vida, cu ajutorul operatorului
INSERTIE.



Se presupune de asemenea cd tabloul marc este initializat integral cu marca
“nevizitat”.

Procedura lucreaza pentru o singurd componenta conexa.

® Daca graful nu este conex, procedura CautdPrinCuprindere trebuie
apelata pentru fiecare componenta conexa in parte.

Se atrage atentia asupra faptului cad in cazul cautdrii prin cuprindere, un nod trebuie
marcat cu vizitat Tnaintea introducerii sale in coada pentru a se evita plasarea sa
de mai multe ori In aceasta structura.

10.4.2.1. Cautarea "prin cuprindere”, varianta CLR

Cautarea prin cuprindere este una dintre cele mai cunoscute metode de cautare,
utilizate printre altii de catre Djikstra si Prim in celebrii lor algoritmi [CLR92].

Ca si in cazul cautdrii in adancime, pentru a tine evidenta procesului de cautare
nodurile sunt colorate 1n alb, gri si negru.

Toate nodurile sunt colorate initial alb si ele devin mai tarziu gri, apoi negre.
e [a prima descoperire a unui nod, acesta este colorat in gri.

® Nodurile gri si negre sunt noduri deja descoperite in procesul de cautare, dar
ele sunt diferentiate pentru a se asigura functionarea corecta a cautarii.

Daca arcul (n, v) € A iar n este un nod negru, v este colorat fie in gri fie in negru.
e Inultimul caz toate nodurile adiacente lui v au fost deja vizitate.

e Nodurile gri mai pot avea ca adiacenti si noduri albe, ele marcheaza de fapt
frontiera dintre nodurile vizitate si cele nevizitate.

Si in cazul cautarii prin cuprindere se poate construi un subgraf sp al predecesorilor
nodurilor vizitate.

e Ori de cate ori un nod v este descoperit pentru prima oard in procesul de
cautare la parcurgerea listei de adiacente a nodului u, acest lucru se marcheaza

prin sp [v]=u.

Dupa cum s-a mai precizat subgraful predecesorilor este de fapt un arbore liber,
reprezentat printr-un tablou liniar cu in baza relatiei “indicator spre parinte”.

Procedura TraversarePrinCurpindere din secventa [10.4.2.1.a] presupune
graful G= (N, A) reprezentat prin structuri de adiacente.

® (Culoarea curentd a fiecdrui nod u € N este memorata in tabloul culoare [u]

® Predecesorul nodului u adicd nodul in lista cdruia a fost descoperit, este
inregistrat in tabloul sp [u].



® Dacd u nu are predecesor (adica este nodul de pornire) se marcheaza acest
lucru prin sp [u]l=nil.

e In cadrul procesului de traversare a grafului, se calculeazi si distanta de la nodul de
start la fiecare din nodurile grafului.

e Distanta de la sursd la nodul curent u calculatd de cétre algoritmi este
memorata ind [u].

e Algoritmul de traversare utilizeazd o coadd FIFO notatd cu Q pentru a gestiona
nodurile implicate in procesul de cautare, scop in care face uz de operatorii consacrati
pentru aceasta structura de date.

{Cautarea prin cuprindere. Schita de principiu. Varianta 2.
(Cormen, Leiserson, Rivest)}

CautaPrin Cuprindere (G:TipGraf, s:TipNod) ;
[1] For fiecare nod ueN(G)-{s} do {s este nodul de start}

begin
[2] culoare[u]<-alb;
[3] dlu] <-o;
[4] splul<-nil

end

[5] culoare([s]<-gri;

[6] dI[s]<-=0;

[7] splsl<-nil;

(8] [Initializeaza(Q); Adauga(s,Q);
[9] while Qo<>® do

begin [10.4.2.1.a]

[10] u<-Cap(Q);
[11] for fiecare veAdj[u] do
[12] iIT culoare[v]=alb then

begin
[13] culoare[v]<-gri;
[14] dlv[<-d[u]l+1;
[15] splv]<-u;
[16] Adauga(v,Q)

END
[17] Scoate(Q)
[18] culoare[u]<-negru

end

e Functionarea algoritmului.
e Liniile 1- 4 initializeaza structurile de date, adica:

e Toate nodurile u cu exceptia nodului de start sunt marcate cu alb in tabloul
culoare

e Distantele corespunzatoare tuturor nodurilor sunt setate pe o (d[u]=o)



e Parintele fiecarui nod este initializat cu nil (splul=nil).

Linia 5 marcheaza nodul s furnizat ca parametru al procedurii de cautare cu gri, el
fiind considerat sursa (originea) procesului de cautare.

Liniile 6 si 7 initializeaza d [s] pe zero si sp[s] cunil.
Linia 8 initializeaza coada Q si 1l adaugd pe s in coada.
e De altfel coada Q va contine numai noduri colorate 1n gri.

Bucla principald a programului apare intre liniile 9-18 si ea itereaza atata vreme cat
existd noduri (gri) in coada.

® Nodurile gri din coadd sunt noduri descoperite in procesul de cautare in liste
de adiacente care nu au fost incd epuizate.

Linia 10 furnizeaza nodul gri u aflat in capul cozii Q.
Bucla for (liniile 11-16) parcurge fiecare nod v al listei de adiacente a lui u.

e Daca v este alb, el nu a fost inca descoperit, ca atare algoritmul 1l descopera
executand liniile 13-16 adica:

® Nodul v este colorat in gri

e Distanta d[v] este setatd pe d[u]+1 indicind cresterea acesteia cu o
unitate 1n raport cu parintele nodului

® u este marcat ca si parinte al lui v
e 1In final v este adiugat in coada Q la sfarsitul acesteia.

Dupa ce toate nodurile listei de adiacente a lui u au fost examinate, u este extras din
coada Q si colorat in negru (liniile 17-18).

Analiza performantei.
Se analizeaza timpul de executie al algoritmului pentru un graf G= (N, A) .

Dupa initializare nici un nod nu mai este ulterior colorat in alb, ca atare testul din
linia 12 asigura faptul ca fiecare nod este adaugat cozii cel mult odata si este scos din
coada cel mult odata.

Operatiile Adauga si Scoate din coada consuma un timp O(1), ca atare timpul total
dedicat operarii cozii Q este O(N).

Deoarece lista fiecdrui nod este scanata exact Tnaintea scoaterii nodului din coada
aceasta operatie se realizeaza cel mult odata pentru fiecare nod.



® Deoarece suma lungimilor tuturor listelor de adiacenta este O(A), timpul total
necesar pentru scanarea listelor de adiacente este cel mult O(A).

® Regia initializarii este O(N) deci timpul total de executie al procedurii
Caut&PrinCurpindere este O(N+A).

e In concluzie, cautarea prin cuprindere necesitd un timp de executie liniar cu marimea
listelor de adiacente ale reprezentarii grafului G.

10.4.2.2. Cautare ”prin cuprindere” in grafuri reprezentate prin structuri de
adiacente

e In secventa [10.4.2.2.a] apare un exemplu de proceduri care parcurge un graf in baza
tehnicii de parcurgere prin cuprindere, utilizand o structura de date coada.

e Graful de considera reprezentat cu ajutorul structurilor de adiacente implementate cu
liste inlantuite simple.

{Traversarea prin cuprindere a grafurilor reprezentate prin
SA implementate cu ajutorul listelor inlantuite simple}

procedure ParcurgerePrinCuprindere;
var id,x: integer;
mark: array[l..maxN] of integer;

procedure CautaPrinCuprindere (x: integer);
var t: RefTipNod;

begin
Adauga(x,Q);
repeat
x:= Cap(Q); Scoate(Q);
id:= id + 1; marc([x]:= id;

write (x);
t:= Stradj[x];
while t <> nil do

begin
If marc[t”.nume]=0 then [10.4.2.2.a]
begin
Adauga(t™.nume,bQ);
marc[t”.nume] :=-1
end
t:= t7.urm
end

until Vid(Q)
end; {CautaPrinCuprindere}

begin {ParcurgerePrinCuprindere}
id:= 0; Initializeaza(Q);
for x:= 1 to N do marc[x]:= 0;
for x:= 1 to N do
iT marc[x]=0 then
begin

CautaPrinCuprindere (x) ;



writeln
end
end; {ParcurgerePrinCuprindere}

e in figura 10.4.4.2.a se prezinti un exemplu de traversare prin cuprindere a unui graf
reprezentat prin structuri de adiacente.
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Fig.10.4.2.2.a. Traversarea prin cuprindere a unui graf

e Se considera graful din figura 10.4.2.2.a (a) reprezentat prin structura de adiacente din
aceeasi figura (b),

® Ordinea de parcurgere a arcelor va fi urmatoarea: AF, AC, AB, AG, FA, FE, FD, CA,
BA,GE, GA,DF, DE, EG,EF,ED,HI, HJ, HK, IH, JH, JK, KH, KJ, IM, MT.



e Evolutia continutului cozii pe parcursul traversarii si ordinea in care sunt traversate
nodurile apar in fig. 10.4.2.2.a (c).

e In mod similar cu traversarea bazatd pe cdutarea In adancime, se poate construi o
padure de arbori de acoperire ("spanning trees") specifica cautarii prin cuprindere.

e n acest caz, un arc (x,y) se considerd ramuri a arborelui de ciutare, dacd in bucla
Tor a secventei [10.4.2.a], respectiv whille a secventei [10.4.2.2.a] nodul vy,
respectiv t*.urm este vizitat intaia datd venind dinspre nodul x.

® In cazul cautdrii prin cuprindere in grafuri neorientate, fiecare arc care nu este o
ramura a arborelui de cuprindere, este un arc de trecere care conecteaza doua noduri
dintre care niciunul nu este stramosul celuilalt.

® Arborii de cautare aferenti parcurgerii grafului (a) din figura fig. 10.4.2.2.a apar in
aceeasi figura (d).

e Dupa cum s-a precizat, acesti arbori cuprind acele arce care conduc intaia data la
un anumit nod.

e Utilizand arbori de cautare prin cuprindere, verificarea existentei ciclurilor in cadrul
unui graf, poate fi realizata in O(n) unitati de timp, indiferent de numarul de arce.

® Dupa cum s-a precizat in §10.1, un graf cu n noduri si n sau mai multe arce,
trebuie sa aiba cel putin un ciclu.

e (Cu toate acestea si un graf cu n noduri i n—-1 sau mai putin arce poate avea cicluri, daca
contine doud sau mai multe componente conexe.

e O modalitate sigurd de a determina ciclurile unui graf este aceea de a-i construi padurea
arborilor de cautare prin cuprindere.

® Fiecare arc de trecere, reprezentat punctat in figurd, inchide un ciclu simplu care
cuprinde arcele arborelui care conecteaza cele doud noduri, prin cel mai apropiat
stramos comun al lor.

10.4.2.3. Analiza cautarii ”prin cuprindere”

® Din punctul de vedere al timpului de executie, complexitatea algoritmului de traversare
(cautare) prin cuprindere este aceeasi ca si la cautarea in adancime.

® Fiecare nod al grafului este plasat in coada o singura data, astfel corpul buclei while
(secventa [10.4.2.2.a]) se executa o singurd data pentru fiecare nod.

® Fiecare arc (x,y) este examinat de doua ori, odata pentru x si odata pentru y.

e Astfel, dacd graful are n noduri si a arce, timpul de executie al algoritmului de cautare
prin cuprindere este O(max (n,a)) daca utilizam reprezentarea prin structuri de adiacenta.

® Deoarece in general a=n, de reguld se va considera timpul de executie al cautarii
prin cuprindere O(a), ca si in cazul cautarii in adancime.



10.4.3. Comparatie intre tehnicile fundamentale de traversare a grafurilor

e Traversarea unui graf, indiferent de metoda utilizata, are principial un caracter unitar,
particularizarea rezultdnd din structura de date utilizatd in implementare. Astfel, in
ambele tehnici de traversare, nodurile pot fi divizate in trei clase:

® (1) Clasa "arbore"— care cuprinde nodurile care au fost extrase din structura
de date utilizata in traversare, adica nodurile deja vizitate colorate In negru;

® (2) Clasa "vecinatate" — care cuprinde nodurile adiacente nodurilor traversate
sau in curs de traversare.

® Aceste noduri au fost luate in considerare dar nu au fost Inca vizitate si
se gasesc introduse 1n structura de date utilizata in traversare.

e Sunt nodurile colorate in gri;

® (3) Clasa "neintalnite" - care cuprinde nodurile la care nu s-a ajuns pand la
momentul considerat, adica cele colorate 1n alb.

e Un arbore de cautare ia nastere conectand fiecare nod din clasa “arbore” cu nodul
care a cauzat introducerea sa in structura de date utilizata in parcurgere.

® Pentru a parcurge Tn mod sistematic o componentd conexd a unui graf (deci pentru a
implementa o procedurd “parcurge”) se introduce un nod oarecare al componentei in
clasa “vecinatate” si toate celelalte noduri in clasa “neintalnite”.

e [n continuare, pana la vizitarea tuturor nodurilor se aplicd urmatorul procedeu:
e Se mutd un nod — fie acesta x — din clasa “vecinatate” in clasa “arbore” g

o Se trec In clasa “vecinatate” toate nodurile din clasa “neantalnite” care sunt
adiacente lui x.

Metodele de parcurgere a grafurilor se diferentiaza dupa maniera in care sunt alese
nodurile care se trec din clasa “vecinatate” in clasa “arbore”.

a parcurgerea “ anci se alege din vecindtate nodul cel mai recen

e (HL “Iin adancime” lege d tate nodul cel t
intalnit (ultimul ntdlnit) ceea ce corespunde cu utilizarea unei stive pentru
pastrarea nodurilor din “vecinatate”.

® (2) La parcurgerea “prin cuprindere” se alege nodul cel mai devreme intalnit
(primul intalnit) ceea ce presupune pastrarea intr-o coada a nodurilor din clasa
“vecinatate”.

e Se pot utiliza in acest scop si alte structuri de date, spre exemplu cozi bazate pe
prioritate [Cr 87] in cazul grafurilor ponderate.

e Contrastul dintre cele dozd metode de parcurgere este si mai evident in cazul
grafurilor de mari dimensiuni.



e (Cautarea “in adancime” se avantd in profunzime de-a lungul arcelor grafului,
memorand intr-o stiva punctele de ramificatie.

e (autarea “prin cuprindere” matura prin extindere radiala graful, memorand
intr-o coada frontiera locurilor deja vizitate.

e La cautarea “in adancime” graful este explorat cautdnd noi noduri, cit mai
departe de punctul de plecare si luand in considerare noduri mai apropiate
numai 1n situatia in care nu se poate inainta mai departe

e (Cautarea prin cuprindere acoperd complet zona din jurul punctului de plecare
mergand mai departe numai cand tot ceea ce este in imediatat sa apropiere a
fost parcurs.

e [Este Insa evident faptul cd in ambele situatii, ordinea efectiva de parcurgere a
nodurilor depinde:

® (1) Pe de o parte de structura de date utilizatd pentru implementarea
grafului

® (2) Pe altd parte de ordinea in care sunt introduse initial nodurile in
aceasta structura.

e [n afara diferentelor rezultate din manierele de operare ale celor doud metode, se
remarca diferente fundamentale in ceea ce priveste implementarea.

e (autarea “in adancime” poate fi foarte simplu exprimata in maniera recursiva
ea bazandu-se pe o structura de date stiva

e (Cautarea “prin cuprindere” admite o implementare foarte simpla nerecursiva
fiind bazata pe o structurd de date coada.

® Acesta este Incd un exemplu care evidentiaza cu pregnanta legatura stransa care exista
antre o anume structura de date si algoritmul care o prelucreaza.

10.5. Aplicatii ale traversarii grafurilor

e In cadrul paragrafului de fati se prezinti cateva dintre aplicatiile tehnicilor de traversare
a grafurilor.

e Se au 1n vedere in acest context:
e Unele aspecte legate de conexitate
e Punctele de articulatie ale unui graf

e Componentele biconexe ale unui graf.

10.5.2. Grafuri si conexiuni



® In cadrul grafurilor, notiunea de conexiune joaca un rol central si ea este strans legata de
notiunea de are, respectiv de notiunea de drum.

e Astfel in paragraful §10.1. se definesc pornind de la aceste elemente notiunile de graf
conex, respectiv de componenta conexa a unui graf.

e Se reaminteste cd un graf conex este acela in care pentru fiecare nod al sau exista un
drum spre oricare alt nod al grafului.

e Un graf care nu este conex este format din componente conexe.

e Deoarece in anumite situatii prelucrarea grafurilor este simplificatd daca grafurile sunt
partajate Tn componentele lor conexe, in continuare se vor prezenta unele tehnici de
determinare a acestor componente.

e De asemenea sunt prezentate notiunile de graf biconex si punct de articulatie precum si
tehnicile determinarii acestora.

10.5.2.1. Determinarea componenetelor conexe ale unui graf

® Oricare dintre metodele de traversare a grafurilor prezentate in paragraful anterior
poate fi utilizata pentru determinarea componentelor conexe ale unui graf.

® Acest lucru este posibil deoarece toate metodele de traversare se bazeaza pe aceeasi
strategie generala a vizitarii tuturor nodurilor dintr-o componentd conexa inainte de a
trece la o altd componenta.

® O manierd simpla de a vizualiza componentele conexe este aceea de a modifica
procedura recursiva de traversare prin cautare In adancime spre exemplu asa cum se
sugereazd in procedura ComponenteConexe secventa [10.5.2.1.a].

{Determinarea componentelor conexe ale unui graf reprezentat
prin SA implementate cu ajutorul listelor iInldntuite simple}

procedure Componente Conexe;
var id,x: integer;
marc: array[l.maxN] of integer;

procedure Componenta (x: integer);
var t: RefTipNod;
begin
id:= id+1l; marc([x]:= id;
write (t”.nume) ;
t:= StrAdj[x];
while t<>nil do
begin
iT marc[t”.nume]=0 then
Componenta (t” .nume) ;
t:= th.urm
end
end; {Componenta} [10.5.2.1.a]



begin
id:= 0
for x:= 1 to N do marc([x]:= 0;
for x:= 1 to N do
iT marc[x]=0 then
begin
Componenta (x) ;
writeln
end
end; {ComponenteConexe}
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® Alte variante ale procedurii de cautare in adancime cum ar fi cea aplicata grafurilor
reprezentate prin matrice de adiacente sau cea nerecursiva, precum §i cdutarea prin
cuprindere, modificate In aceeasi manierd, vor evidentia aceleasi componente conexe,
dar nodurile vor fi vizualizate in altd ordine.

e Functie de natura prelucrarilor ulterioare ale grafului pot fi utilizate si alte metode.

e Astfel spre exemplu, se poate introduce tabloul invmarc (“inversul” tabloului
marc) care se completeaza ori de cate ori se completeaza tabloul marc, respectiv
cand marc[x] := 1dseasigneaza i invmarc([id]:= x.

e In tabloul invmarc intrarea id contine indexul celui de-al id-lea nod
vizitat. In consecintd, nodurile apartinand aceleeasi componente conexe sunt
contigue adicd ocupa pozitii alaturate.

® In acest tablou indexul care precizeaza o noud componentad conexa, este dat de
valoarea lui 1d din momentul in care procedura Componenta este apelata
din procedura ComponenteConexe.

® Aceste valori pot fi memorate separat sau pot fi marcate in tabloul invmarc,
spre exemplu primind valori negative (opuse).

e In fig.10.5.2.1.a (c) se prezintd valorile pe care le contin aceste tablouri, in urma
executiei procedurii ComponenteConexe asupra grafului (a), reprezentat prin
structura de adiacente din aceeasi figura (b).
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Fig. 10.5.2.1.a. Evidentierea componentelor conexe ale unui graf

e [n activitatea practica, este deosebit de avantajoasd utilizarea unor astfel de tehnici de
partajare a grafurilor in componente conexe in vederea prelucrarii ulterioare a acestor
componente in cadrul unor algoritmi complecsi.

e Astfel, algoritmii de complexitate mai ridicatd sunt eliberati de detaliile
prelucrarii unor grafuri care nu sunt conexe si in consecintd devin mai simpli.

10.5.2.2. Puncte de articulatie si componente biconexe

e In anumite situatii este util a se prevedea mai mult decét un drum intre nodurile unui graf
cu scopul de a rezolva posibile caderi ale unor puncte de contact (noduri).

eqge iy

Intr-un anumit loc.

® De asemenea intr-un circuit integrat liniile principale de comunicatie sunt adesea
dublate astfel incat circuitul rdmane Inca in functiune daca vreo componenta cade.

e Un punct de articulatie al unui graf conex este un nod, care daca este suprimat,
graful se rupe in doua sau mai multe bucati.

e Un graf care nu contine puncte de articulatie se numeste graf biconex.

e Intr-un graf biconex, fiecare pereche de noduri este conectatd prin cel putin
doua drumuri distincte.



e Un graf care nu este biconex se divide In componente biconexe, acestea fiind
multimi de noduri mutual accesibile via doud drumuri distincte.

e infig. 10.5.2.2.a apare un graf conex care insd nu este biconex.
e Punctele de articulatie ale acestui graf sunt:
e A care leagd pe B de restul grafului
® H care leaga pe I de restul grafului,
e T care leagd pe M de restul grafului
® G prin a carui suprimare graful se divide 1n trei parti.
e In concluzie in cadrul grafului din figura existd sase componente biconexe:
e (1) Grupul de noduri{A,C,G,D,E, F}
e (2) {G,J,H,K}
® (3) Nodul individual B
® (4) Nodul individual T
® (5) Nodul individual L

® (6) Nodul individual M.

Fig.10.5.2.2.a. Graf care nu este biconex

e In acest context una din problemele care se ridica este aceea a determinarii punctelor
de articulatie ale unui graf.

e Se face precizarea cd aceasta este una din multimea de probleme deosebit de
importante referitoare la conexitatea grafurilor.



e Astfel, ca si un exemplu de aplicatie al conexitatii grafurilor poate fi prezentatad o
retea care este de fapt un graf in care nodurile comunica unele cu altele.

® In legaturd cu aceasta retea se ridica urmatoarea iIntrebare fundamentala:
“Care este capacitatea de supravietuire a retelei atunci cand unele dintre
nodurile sale cad?”

e (Cu alte cuvinte in ce conditii, in urma caderii unor noduri reteaua ramane inca
functionala?

e Un graf are conexitatea K sau altfel spus are numarul de conexitate egal cu K daca
prin suprimarea a oricare k-1 noduri ale sale graful raimane conex [FK69].

e Spre exemplu, un graf are conexitatea doi, dacd si numai dacd nu are puncte
de articulatie, cu alte cuvinte, daca si numai daca este biconex.

e (Cu cat numarul de conexitate al unui graf este mai mare, cu atat capacitatea de
supravietuire a grafului la caderea unora din nodurile sale este mai mare.

10.5.2.3. Determinarea punctelor de articulatie ale unui graf

® In vederea determinarii punctelor de articulatie ale unui graf conex, poate fi utilizata,
printr-o extensie simpla, traversarea grafurilor prin tehnica cautarii in adancime.

e Absenta punctelor de articulatie precizeaza un graf biconex.

e Se considera spre exemplu, graful din figura 10.5.2.2.a si un arbore de cautare in
adancime asociat, ca si cel din fig.10.5.2.3.a.

Fig.10.5.2.3.a. Arbore de cautare In adancime pentru determinarea punctelor de
articulatie ale unui graf conex



e Se observa ca suprimarea nodului E nu conduce la dezmembrarea grafului
deoarece ambii fii ai acestuia, G respectiv D sunt conectati prin arce de retur
(linii punctate) cu noduri situate deasupra in arbore.

® Pe de altad parte suprimarea lui G conduce la scindarea grafului deoarece nu
exista astfel de alternative pentru nodurile L sau J.

e Un nod oarecare x al unui graf nu este un punct de articulatie daca fiecare fiu y al
sau are printre descendenti vreun nod conectat (printr-o linie punctatd) cu un nod
situat n arbore deasupra lui x, cu alte cuvinte, daca exista o conexiune alternativa de
laxlay.

® Aceasta verificare nu este valabild pentru radacina arborelui de cautare in
adancime deoarece nu existda noduri situate “deasupra” acesteia.

e Ridacina este un punct de articulatie daca are doi sau mai multi fii deoarece
singurul drum care conecteaza fii radacinii trece prin radacina Insasi.

e Determinarea punctelor de articulatie poate fi implementata pornind de la cautarea in
adancime, prin transformarea procedurii de cautare intr-o functie care returneaza
pentru nodul furnizat ca parametru, cel mai 1nalt punct din cadrul arborelui de cautare
intalnit Tn timpul cautérii, adicd nodul cu cea mai micd valoare memoratd in tabloul
marc.

® Algoritmul implementat in forma functiei Articulatie apare in secventa
[10.5.2.3.a]

{Determinarea punctelor de articulatie ale unui graf
reperezentat prin SA}

function Articulatie(x: integer): integer;
var t: RefTipNod;
m,min: integer;

begin
id:= id+1; marc([x]:= id; min:= id;
t:= StrAdj[x];
whille t <> z do

begin
if marc[t”.nume]=0 then [10.5.2.3.a]
begin
m:= Articulatie(t”.nume);
if m<min then min:= m;
If m >=marc([x] then writeln(x) {punct de
end articulatie}
else
ITf marc[t”.nume]<min then min:= marc[t”.nume];
t:= t7.urm
end
Articulatie:= min

end; {Articulatie}

e Referitor la aceasta functie se fac urmatoarele precizari:



1. La cautarea in adancime intr-un graf, valoarea lui marc [x] pentru orice nod x al
grafului precizeaza numarul de ordine al nodului x 1n cadrul traversarii.

® Aceeasi ordine rezultd si din traversarea in preordine a nodurilor
arborelui de cautare n adancime.

2. Pentru fiecare nod x, valoarea min returnata de functia Articulatie este cel
mai mic numar de ordine intalnit in cadrul traversarii.

® Acest numdr poate corespunde chiar lui x sau oricarui nod z la care se
poate ajunge pornind de la x, coborand zero sau mai multe arce ale
arborelui pana la un descendent w (w poate fi chiar x), iar apoi urmand
un arc de retur (w, z).

® Valoarea min se calculeazd pentru toate nodurile x, traversand
arborele in postordine.

e Astfel, cand se proceseaza nodul x valoarea min a fost deja
calculata pentru toti fiii y ai lui x.

3. Pentru un nod oarecare x, valoarea min asociata este cea mai mica valoare dintre:
e Numarul de ordine al lui x;

e Numarul de ordine al oricarui nod z pentru care exista in arborele de cautare
in adancime un arc de retur (x, z) ;

e Valoarea lui min pentru toti fii y ai lui x.
4. Punctele de articulatie se gisesc astfel;

e Raidacina este punct de articulatie daca si numai dacd are doi sau mai multi
fii.

e Un nod x, altul decat radacina este un punct de articulatie daca si numai daca
existd vreun fiu y al lui x astfel incat valoarea min pentru y este mai mare
sau egala cu numarul de ordine al lui x.

e In acest caz, x deconecteazi pe y si descendentii acestuia de
restul grafului.

5. Daca valoarea min pentru toti fii y ai lui x este mai mica decat numarul de ordine
al lui x, atunci existd cu sigurantd un drum pe care se poate ajunge de la oricare
din fiii y ai lui x Thapoi la un strdmos propriu z a lui x (nodul care are numarul de
ordine egal cu min pentru y) si in consecinta suprimarea nodului x nu conduce la

deconectarea nici unui fiu y al lui x sau a descendentilor sai de restul grafului
[AH85].

Functia Articulatie determind de fapt in manierd recursiva cel mai inalt punct al
arborelui care poate fi atins via un arc de retur pentru orice descendent al unui nod x
furnizat ca parametru si utilizeaza aceasta informatie pentru a stabili dacd x este un
punct de articulatie.



e Dupa cum s-a precizat, aceasta presupune o simpld comparatie intre valoarea m,
adicad minimul determinat pentru nodul curent si marc[x], adicd numarul de
ordine al lui x.

e In plus, mai este necesar a se verifica daca x nu este cumva raddcina arborelui de
cautare in adancime cu alte cuvinte, dacd x nu este cumva primul nod parcurs in
apelul functiei Articulatie pentru componenta conexa a grafului care contine
nodul x.

® Aceasta verificare se face 1n afara functiei recursive, motiv pentru care ea nu este
prezentd in secventa [10.5.2.3.a].

® Aceastd secventd care de fapt afiseazd punctele de articulatie, poate fi usor extinsa
pentru a realiza si alte prelucrari asupra punctelor de articulatie sau a componentelor
biconexe.

® Deoarece procedeul deriva din traversarea grafurilor prin tehnica cautérii in adancime,
efortul sdau de executie este proportional cu O(n+a) in reprezentarea grafurilor prin
structuri de adiacente respectiv cu O(n) in reprezentarea bazati pe matrice de adiacente,
n reprezentand numarul de noduri, iar a numarul de arce al grafului.



