11. Grafuri ponderate ("Weighted Graphs™)

® Adeseori, modelarea problemelor practice presupune utilizarea unor grafuri in care
arcelor li se asociaza ponderi care pot fi greutati, costuri, valori, etc.

e Astfel de grafuri se mai numesc si grafuri ponderate ("weighted graphs").

e Spre exemplu, pe harta traseelor aeriene ale unei zone, arcele reprezinta rute
de zbor iar ponderile distante sau preturi.

e [ntr-un circuit electric unde arcele reprezinta legaturi, lungimea sau costul
acestora sunt de regula utilizate ca ponderi.

e Intr-o activitate de planificare in executie a taskurilor, ponderea poate
reprezenta fie timpul, fie costul executiei unui task, fie timpul de asteptare
pana la lansarea 1n executie a taskului.

e Este evident faptul ca intr-un asemenea context apar in mod natural probleme legate
de minimizarea costurilor.

e In cadrul acestui paragraf vor fi prezentate mai in detaliu doua astfel de probleme
referitoare la grafurile ponderate:

® (1) Gasirea drumului cu costul cel mai redus care conecteaza toate punctele
grafulu

® (2) Gasirea drumului cu costul cel mai redus care leagd doud puncte date.

® Prima problema care este in mod evident utild pentru grafuri reprezentand circuite
electrice sau ceva analog, se numeste problema arborelui de acoperire minim
(“minimum spanning tree problem”).

® (Cea de-a doua problema este utila in grafurile reprezentand harti de trasee (aeriene,
feroviare, turistice) si se numeste problema drumului minim (“shortest-path
problem”).

e Aceste probleme sunt tipice pentru o larga categorie de aspecte ce apar in prelucrarea
grafurilor ponderate.

e Se impune o precizare.

® De reguld algoritmii utilizati presupun cautarea prin parcurgere a grafului,
motiv pentru care In mod intuitiv ponderile sunt asociate cu distantele.

® Se spune de obicei “cel mai apropiat nod” cu sens ce pozitionare a nodului.



® De fapt acest mod de a concepe lucrurile este valabil in contextul problemei
drumului minim.

e In general, este insd foarte important a se avea in vedere faptul, cd nu este absolut
necesar ca ponderile sa fie proportionale cu distantele si cd ele pot reprezenta orice
altceva, ca spre exemplu timpi, costuri sau valori.

e In situatiile in care ponderile reprezinta intr-adevar distante, alti algoritmi cu
caracter specific, pot fi mai potriviti decat cei care vor fi prezentati in
continuare.

e Infigura 11.a (a) apare o reprezentare grafica a unui graf neorientat ponderat.

(b)

Fig.11.a Reprezentarea unui graf ponderat si a unui arbore de acoperirie minim asociat

e In ceea ce priveste reprezentarea structurilor de date abstracte graf ponderat,
principial ele se reprezinta ca si grafurile normale cu urmatoarele deosebiri.

® (1) In cazul reprezentarii prin matrice de adiacente, matricea va contine
ponderi in locul valorilor booleene.

® (2) In cazul reprezentarii prin structuri de adiacente, fiecarui element al listei i
se addauga un camp suplimentar pentru memorarea ponderii.

e Se presupune faptul cd ponderile sunt toate pozitive.
e Existd insa algoritmi mult mai complicati care pot trata si ponderi negative.

e Astfel de algoritmi sunt utilizati mai rar 1n activitatea practica.

11.1. Arbori de acoperire minimi ("Minimum-Cost Spanning
Trees")

e Se presupune cd G= (N, A) este un graf conex in care oricare arc (u, v) apartinand
lui A are atagat un cost specific cost (u, v).

o Un arbore de acoperire al lui G este un arbore liber care cuprinde toate nodurile din
N (fig.11.1.(b)).



® Costul unui arbore de acoperire este suma costurilor tuturor arcelor cuprinse
in arbore.

Definitie: Un arbore de acoperire minim al unui graf ponderat este o selectie de
arce care conecteazd toate nodurile grafului, astfel incat costul sau este cel putin la fel
de mic ca si costul oricdrui alt arbore de acoperire al grafului.

O alta definitie este urmatoarea.

e Dandu-se orice partitionare a multimii nodurilor unui graf in doud submultimi,
arborele de acoperire minim contine arcele cu ponderea cea mai mica care

conecteaza un nod apartinand unei submultimi cu un nod apartinand celeilalte
[Se 88].

Se face precizarea cd un arbore de acoperire minim nu este in mod necesar unic.

O aplicatie tipicd a arborilor de acoperire minimi o reprezintd proiectarea retelelor de
comunicatii.

e Nodurile grafului reprezinta orasele iar arcurile comunicatiile posibile dintre
ele.

e Costul asociat unui arc reprezinta de fapt costul selectiei acelei legaturi a
retelei.

e Un arbore de acoperire minim reprezintd o retea care conecteaza cu un cost
minim toate orasele.

11.1.1. Proprietatea arborilor de acoperire minimi

Existd mai multe moduri de a construi arbori de acoperire minimi asociati unui graf
ponderat.

Marea lor majoritate se bazeazd pe urmatoarea proprietate, denumitd si proprietatea
arborilor de acoperire minimi.

e Fie G= (N, A) un graf conex si o functie de cost definita pe arcele sale.
e Fie U o submultime proprie a multimii de noduri N.

® Daca (u,v) este un arc cu costul cel mai scazut astfel incat u€U iar vEN-U,
atunci existd un arbore de acoperire minim care include pe (u, v) ca si arc.

Demonstratia acestei asertiuni nu este complicatd si ea se realizeaza prin metoda
reducerii la absurd.

e Se presupune dimpotriva ca nu exista un arbore de acoperire minim al lui G
care include arcul (u,v).

® Fie T oricare arbore de acoperire minim al lui G.



e Adaugarea arcului (u,v) arborelui T trebuie sd conduca la aparitia unui
ciclu, deoarece T este un arbore liber si conform proprietatii (b) dacd unui
arbore liber i se adauga un arc el devine un graf ciclic (& 10.1.).

® Acest ciclu include arcul (u, v).

e in consecintd, in ciclul nou format, trebuie sa existe un alt arc (u',v"') al lui
T astfel incdt u'€N-U, dupa cum rezulta din figura 11.1.1.a.

® Daca acest lucru nu ar fi adevarat, atunci in cadrul ciclului nu ar exista
o altd posibilitate de a ajunge de la nodul v la nodul u decat
reparcurgand arcul (u,v).

Fig.11.1.1.a. Demonstrarea proprietatii arborilor de acoperire minimi
e Suprimand arcul (u',v"'), ciclul dispare si obtinem arborele de acoperire
T' al carui cost nu este in sigurantd mai ridicat decat al lui T, deoarece s-a
presupus initial cd cost (u, v) <cost (u',v').
e Astfel existenta lui T' contrazice presupunerea initiala si anume ca nu exista

un arbore de acoperire minim care sd includd arcul (u, v)si in consecintd
proprietatea arborilor de acoperire minimi este demonstrata.

11.2. Determinarea arborilor de acoperirie minimi

e Existd mai multe metode de determinare a unui arbore minim asociat unui graf ponderat,
metode care in general exploateaza proprietatea anterior enuntatd pentru acesti arbori.

e Dintre acestea se remarca cu deosebire:
e (1) Algoritmul lui Prim

® (2) Metoda cautarii “bazate pe prioritate

e (3) Algoritmul lui Kruskal.

11.2.1. Algoritmul lui Prim

e Fie G graful ponderat pentru care se doreste determinarea unui arbore de acoperire
minim



e FieN={1,2,3,..,n} multimea nodurilor grafului G
e Fie U o multime vida de noduri ale grafului.

Algoritmul lui Prim incepe prin a introduce in multimea U nodul de pornire, sd zicem
nodul {1}.

® [n continuare, intr-o maniera ciclicd, este construit pas cu pas arborele de
acoperire minim.

e Astfel, in fiecare pas al algoritmului:

® (1) Se selecteaza arcul cu cost minim (u, v) care conecteazd multimea
U cu multimea N-U

® (2) Se adauga acest arc arborelui de acoperire minim
® (3) Se adauga nodul v lui U.

® (Ciclul se repetd pana cand U=N. Schita algoritmului lui Prim apare in secventa
[11.2.1.a].

{Constructia unui arbore de acoperire minim T al unui graf

G}

procedure PRIM(G: TipGraf; var T: MultimeDeArce) ;
var U: MultimeDeNoduri;

u,v: TipNod;

begin
T:= ®; U:= {nodul de pornire};
whille U <> N do [11.2.1.a]
begin

*fie (u,v) arcul cu costul cel mai redus care
satisface conditia (u IN U) AND (v IN N-U);
T:=T U {(u,v)}; U:=U U {v}
end
end; {PRIM}

In figura 11.2.1.a apare reprezentatd pas cu pas secventa de constructie a arborelui de
acoperire minim pentru graful (0) din aceeasi figura.
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Fig.11.2.1.a. Constructia unui arbore de acoperire minim al unui graf pe baza
algoritmului lui Prim

11.2.1.1. Exemplu de implementare a algoritmului lui Prim
® Se presupune un graf definit prin:

e (1) Multimea nodurilor sale {1,2,3,..,n}

® (2) Matricea COST care memoreaza costurile arcelor sale

® O modalitate simpla de a afla arcul cu costul cel mai redus care conecteaza multimile U
si N-U, este aceea de a utiliza doua tablouri.

e Unul dintre tablouri, denumit APROPTAT memoreaza in locatia i acel nod din
multimea U care este la momentul respectiv cel mai apropiat de nodul i din
multimea N-U.

® Acest tablou materializeaza de fapt multimea N-U.

e (el de-al doilea tablou denumit COSTMIN, memoreaza in locatia i costul
arcului (i, APROPIATI[1]).

e La fiecare pas al algoritmului se baleazd tabloul COSTMIN pentru a gasi acel nod, sd-1
denumim k, apartindnd multimii N-U, care este cel mai apropiat de nodurile multimii
U, adica nodul pentru care valoarea COSTMIN [ k] este minima.



e Se tipareste arcul (k, APROPIAT [k]) ca si apartindnd arborelui de acoperire minim.

e In continuare se actualizeaza tablourile COSTMIN si APROPIAT luand in considerare
faptul ca nodul k a fost addugat multimii U. In consecinta:

® (1) Pe de o parte apar noi posibilitati de conectare intre cele doud multimi

® (2) Pe de alta parte costurile unor conexiuni existente se pot reduce prin
introducerea noului nod k In multimea U.

e O versiune Pascal a algoritmului lui Prim apare in secventa [11.2.1.1.a].

e Se presupune cd COST este un tablou de dimensiuni n, n astfel incat COST [1, ]
reprezintd costul arcului (i, 7).

® Dacaarcul (i, j)nuexistd, COST[1, j] are o valoare mare specifica.

® Ori de cate ori se gadseste un nod k pentru a fi introdus in arborele de acoperire
(multimea U), se face COSTMIN [k] egal cu valoarea “infinit”.

® Valoarea infinit reprezintd o valoare mare convenitd, astfel incat acest nod sa nu
mai poata fi selectat in continuare spre a fi inclus in U.

e Se face precizarea ca valoarea “infinit” trebuie sd fie mai mare decat costul
oricarui arc al grafului, respectiv mai mare decat costul asociat lipsei arcului.

{Implementarea algoritmului lui Prim}
procedure Prim(COST: array[l..n,1..n] oF real);

{afiseaza arcele arborelui de acoperire minim pentru un graf
avand nodurile{l,2,...,n} si matricea COST pentru costurile

arcelor}

var COSTMIN: array[l..n] of real;
APROPIAT: array[l..n] of integer;
i,j,k,min: integer;

{i si j sunt indici. In timpul parcurgerii tabloului
COSTMIN, k este indicele celui mai apropiat nod gasit péna
la momentul curent, iar min=COSTMINI[k]}

begin
for i:= 2 to n do
begin {initializeazd multimea U numai cu nodul 1}
COSTMIN([i]:= COSTI[1,i];

APROPIAT[1i]:= 1;:
end; [11.2.1.1.a]
for i := 2 to n do
begin {cautd cel mai apropiat nod k din afara lui U,
fatd de U}

min := COSTMINI[2];



k = 2;
for § := 3 to n do
iIf COSTMIN[j]< min then
begin
min:= COSTMIN|[7]
k:= ]
end;
writeln (k, APROPIAT[k]); {tipdreste arcul}
COSTMIN[k] := infinit; {k se adauga lui U}
for j:= 2 to n do {ajusteaza costurile lui U}
1T (COST [k, jI<COSTMIN[j]land COSTMIN[j]<infinit)

then
begin
COSTMIN[j]:= COSTI[k,]j];
APROPIAT[J]:= k
end

end
end; {Prim}

e Infigura 11.2.1.1.b apare urma executiei algoritmului lui Prim aplicat grafului din figura
11.2.1.1.a.(0).

(0) initializare (1) se selecteaza nodul 3
Nod 12345686 Nod 1234586
Apropiat - 11111 Apropiat -3 - 133
CostMin © 6 1 5 © CostMin © 5 5 64
U={1} U={1,3}
N-U={2,3,4,5,6} N-U={2,4,5,6}
(2) se selecteaza nodul 6 (3) se selecteaza nodul 4
Nod 1234586 Nod 1234586
Apropiat - 3 - 6 3 - Apropiat - 3 - - 3 -
CostMin 0 5 02 B « CostMin © § o wf o
U={1,3,6} U={1,3,6,4}
N-U={2,4,5} N-U={2,5}
(4) se selecteaza nodul 2 (5) se selecteaza nodul 5
Nod 123456 Nod 1234586
Apropiat A Apropiat - - - - - -
CostMin © o 0 0 3 o CostMin ® 0 0 0 0 o
U={1,3,6,4,2} U={1,3,6,4,2,5}
N-U={5} N-U={}
Fig.11.2.1.1.b. Exemplu de aplicare al algoritumului lui Prim

e Complexitatea relativa la timpul de executie a acestei implementari a algoritmului lui
Prim este O(n®), deoarece:

® (1) Se fac n-1 iteratii in bucla exterioara for

® (2) Fiecare iteratiec necesita O(n) unitati de timp datorita celor doud bucle for
interioare succesive, prima care determind arcul minim si cea de-a doua care
ajusteaza costurile lui U.

e Pentru valori mari ale lui n, performanta algoritmului poate deveni nesatisfacatoare.



11.2.2. Metoda cautarii "bazate pe prioritate"” ("Priority-First Search")

® Dupd cum s-a precizat in &10.4.3, considerand nodurile unui graf divizate in trei clase,
“arbore”, “vecinatate” si “neintdlnite”, atunci metodele de traversare a grafului se
diferentiaza dupd maniera 1n care sunt alese nodurile care trec din clasa “vecindtate” in
clasa “arbore”.

e Astfel la traversarea “in adancime” se alege din vecinatate nodul cel mai recent
intanit (ultimul) ceea ce corespunde utilizarii unei stive in pastrarea nodurilor
clasei “vecinatate”.

e [La traversarea “prin cuprindere” se alege nodul cel mai devreme intanit
(primul) ceea ce corespunde unei structuri de date coada.

® Determinarea arborelui de acoperire minim se poate asimila cu acea traversare a grafului
in care se alege din clasa “vecinatate” nodul cu prioritatea maxima, adica acela la care
conduce arcul cu ponderea minima.

e Structura de date care poate fi asociata acestei metode este coada bazata pe prioritate.

® Insecventa [11.2.2.a] se prezintd o metoda de determinare a arborelui minim bazatd pe
considerentele mai sus precizate.

e Tehnica utilizatd se mai numeste si ciutare bazata pe prioritate (“priority first
search”) [Se 88].

Referitor la aceasta secventa se fac urmatoarele precizari:

1) Graful se considera reprezentat printr-o structura de adiacente, implementatd cu
ajutorul listelor inlantuite simple (&10.3.2, Caz 1).

2) Structura unui nod al unei liste de adiacente se completeaza cu campul “cost”
utilizat pe post de prioritate.

3) Procedura Initializeaza si functille Extrage si Vid implementeaza
operatorii respectivi in contextul cozilor bazate pe prioritate.

4)  Functia Actualizeaza(q:CoadaBazataPePrioritate, k:
TipNod,p:TipPrioritate):boolean implementeaza un operator nou care are
menirea de a verifica daca nodul k precizat ca parametru apare n coada bazata pe prioritate
g, cu o prioritate cel putin egald cu prioritatea p precizata ca parametru.

e (1) Daca nodul k nu apare in coada el este inserat.

e (2) Dacd nodul k apare in coada insa are un cost mai mare (adica o prioritate
mai micd) decat cea precizatd ca parametru se realizeazd schimbarea
prioritatii sale la valoarea p.

e (3) Daca se produce vreo modificare (insertie sau modificare de prioritate)
functia Actualizeaza returneaza valoarea ‘“true”. Aceasta permite
actualizarea corespunzatoare a tablourilor marc si parinte.



PROCEDURE ArboreMinim;

VAR id, k: integer;
marc: ARRAY[1..maxN] OF integer;
parinte: ARRAY[1..maxN] OF integer;
qg: CoadaBazataPePrioritate;

PROCEDURE CautaPrioritar (k:integer) ;
VAR t: legatura;

BEGIN
[1] IF Actualizeaza(q,k,nevazut) THEN parinte([k]:= 0;
[2] REPEAT
[3] id:= id + 1;
(4] k:= Extrage(q);
[5] marc[k] := -marc[k]; {k trece in clasa "arbore"}
[6] IF marc[k] = nevazut THEN marc([k]:= 0;
[7] t := Stradj[k]
[8] WHILE t <> nil DO [11.2.2.a]
BEGIN
[9] IF marc[t”.nume]<0 THEN {nevizitat sau in coada}
[10] IF Actualizeaza(q,t™.nume,t™.cost) THEN
BEGIN
[11] marc[t”.nume] := -(t”.cost); {nodul t”.nume
trece in clasa "vecinatate"}
[12] parinte[t”.nume] := k
END;
[13] t := t*.urm
END
[14] UNTIL Vid({q)
END; {CautaPrioritar}
BEGIN
id := 0;Initializeaza(q);
FOR k:= 1 TO N DO marc[k]:= -nevazut;
FOR k:= 1 TO N DO
IF marc[k] = -nevazut THEN CautaPrioritar (k)

END; {ArboreMinim}

e Arborele de acoperire minim care in acest caz este un arbore de cautare bazatd pe
prioritate, este pastrat in tabloul parinte in reprezentarea “indicator spre parinte”.

e Fiecare locatie a tabloului memoreaza parintele nodului in cauza respectiv nodul care a
determinat mutarea respectivului nod din clasa “vecinatate” in clasa “arbore”.

e De altfel, pentru fiecare nod k al arborelui, marc [k] reprezintd costul arcului care-1
leagd pe k de pdrintele sau parinte [k].

e (1) Nodurile din clasa “arbore” sunt marcate cu valori pozitive in tabloul marc
e (2) Nodurile din clasa "vecinatate" sunt marcate cu valori negative (linia [11])

e (3) Nodurile din clasa “neintalnite” sunt marcate cu “ — nevazut” si nu cu
valoarea zero.



e Se face precizarea cd "nevazut" reprezintd o valoare mare pozitiva.

e Se observa faptul ca atata vreme cat nodurile se gasesc in coada bazata
pe prioritate ele sunt marcate in tabloul marc cu valoarea negativd a
costului (prioritatii).

e In momentul In care sunt trecute in clasa "arbore" li se inverseaza
valoarea in tabloul marc (linia [5]).

e Utilizarea cautarii bazate pe prioritate in determinarea arborelui de acoperire minim
conduce la performanta O((n+a) log n) pasi de executie.

e Motivatia este simpla:

©)

In procesul constructiei arborelui sunt parcurse toate nodurile si toate arcele.

Fiecare nod conduce la o insertie si fiecare arc la o modificare de prioritate in
cadrul cozii bazate pe prioritate utilizate.

Presupunand cd@ implementarea cozii bazate pe prioritate s-a realizat cu
ajutorul ansamblelor, atunci atat insertia cat si modificarea se realizeazad in

O(log n) pasi.

In consecinta performanta totala va fi O((n+a) log n).

11.2.2.1. Consideratii referitoare la metoda cautarii "bazate pe

prioritate”

e Metoda cautdrii “bazate pe prioritate” are un pronuntat caracter de generalitate.

e Astfel, dupa cum se va vedea in continuare, pornind de la aceastd metoda se poate
dezvolta un algoritm care rezolva problema drumului minim.

e De asemenea, pornind tot de la aceeasi metoda va fi dezvoltat un algoritm care
rezolva aceleasi probleme in cazul grafurilor dense cu un efort de calcul proportional
2
cu O (n9).

e Istoric lucrarile au evoluat insa altfel.

(@]

In anul 1957 Prim publica algoritmul pentru determinarea arborelui de
acoperire minim

in anul 1959 Dijkstra publici algoritmul referitor la determinarea drumului
minim.
Pentru clarificare, se accepta ca in cazul grafurilor dense cele doua solutii sa

fie numite:

* Algoritmul lui Prim pentru determinarea arborelui de acoperire
minim al unui graf

» Algoritmul lui Dijkstra pentru determinarea drumului minim intr-
un graf



* Algoritm de cautare bazata pe prioritati in cazul grafurilor rare.

e Dupa cum se va vedea, de fapt solutiile propuse se intrepatrund si ele nu sunt decat
cazuri particulare ale unui algoritm generalizat de cautare bazat pe prioritati.

e Este evident faptul ca metoda "cautarii bazate pe prioritate” este aplicabila cu
preponderenta 1n cazul grafurilor ponderate considerand ponderile drept prioritati.

e Cu toate acestea, aceastd metoda poate fi aplicatd si grafurilor neponderate.
e Intr-un astfel de context, ea poate generaliza tehnicile de traversare bazate pe
cautarea “In adancime” respectiv pe cautarea “prin cuprindere” prin atribuirea

corespunzatoare de prioritati nodurilor grafului.

o Se reaminteste faptul cd id este o variabild a carei valoare se incrementeaza
de la 1 la n pe masurd ce sunt procesate nodurile grafului in timpul executiei
procedurii CautaPrioritar dinsecventa [11.2.2.a]

o Variabila id poate fi utilizata in atribuirea de prioritati nodurilor examinate,
in baza conventiel "minim = prioritar".

o Astfel, daca in procesul de cautare bazata pe prioritate:

= (1) Se considera prioritatea unui nod egald cu n-id se obtine
cautarea “in adancime”

» (2) Daca se considera prioritatea unui nod se considera egala chiar cu
id, se obtine cdutarea “prin cuprindere”.

o In primul caz nodurile nou intalnite au cea mai mare prioritate

o In cel de-al doilea caz nodurile cele mai vechi adicad cel mai devreme
intalnite, au cea mai mare prioritate.

o De fapt aceste atribuiri de prioritati determind structura coada bazata pe

prioritate si se comporte ca o stiva respectiv ca si o coadd normala,
structuri specifice celor doua tipuri de parcurgeri.

11.2.3. Algoritmul lui Kruskal

e Fie graful conex G=(N,A)cu N={1,2,...,n} si cu functia de cost c definitd pe
multimea arcelor A.

e O altd metoda de constructie a unui arbore de acoperire minim, este algoritmul lui
Kruskal

e Algoritmul lui Kruskal porneste de la un graf T= (N, ®) care constd doar din
cele n noduri ale grafului original G, dar care nu are nici un arc.

® [n aceastd situatie fiecare nod este de fapt o componentd conexd a
grafului care consta chiar din nodul respectiv



® In continuare pornind de la multimea curentd a componentelor conexe,
algoritmul selecteazd pe rand cate un arc de cost minim pe care il adauga
componentelor conexe care cresc in dimensiune dar al caror numar se reduce.

® In final rezultd o singurd componentd conexd care este chiar arborele de
acoperire minim.

e Pentru a construi componente din ce in ce mai mari se examineaza arcele din multimea
A in ordinea crescatoare a costului lor.

® Daca arcul selectat conecteazd doua noduri apartindnd unor componente conexe
distincte, arcul respectiv este adaugat grafului T.

® Daca arcul selectat conecteazd doud noduri apartindnd unei aceleeasi
componente conexe, arcul este neglijat Intrucat introducerea sa ar conduce la
aparitia unui ciclu in respectiva componenta si in final la un ciclu in arborele de
acoperire, lucru nepermis prin definitie.

e Aplicand in maniera repetitiva acest procedeu, la momentul la care toate nodurile
grafului apartin unei singure componente conexe, algoritmul se termind si T
reprezintd arborele de acoperire minim al grafului G.

e Cu alte cuvinte algoritmul lui Kruskal porneste de la o pddure cu n arbori.

e In fiecare din cei n-1 pasi, algoritmul combind doi arbori intr-unul singur,
utilizand ca legdtura arcul cu costul cel mai redus curent.

® Procedeul continud panad in momentul in care rdmane un singur arbore.
® Acesta este arborele de acoperire minim.

e Spre exemplu considerand graful ponderat din fig.11.2.3.a (0), in succesiunea (1)-(5) din
cadrul aceleasi figuri se prezintd maniera de determinare a unui arbore de acoperire
minim al grafului In baza acestui algoritm.

® Ordinea in care se adauga arcele rezulta din figura.

e Initial se adaugd arcele cu costurile 1,2, 3 si 4, toate acceptate, Intrucat nici
unul dintre ele nu genereaza vreun ciclu.

® Arcele (1,4) si (3,4) de cost 5 nu pot fi acceptate deoarece conecteaza
noduri apartinand unei aceleeasi componente (fig.11.2.3.a (d)) si conduc la
cicluri.

® In consecintd se acceptd arcul (2, 3) de cost 5 care nu produce nici un ciclu
incheind astfel constructia arborelui de acoperire minim.



Fig.11.2.3.a. Constructia unui arbore de acoperire minim pe baza algoritmului lui Kruskal



