12. Grafuri orientate

® Dupd cum s-a mai precizat, grafurile orientate sunt grafuri in care arcele care
conecteazd nodurile au un singur sens.

® Aceastd restrictie face mult mai dificild evidentierea si exploatarea diverselor
proprietati ale grafurilor de acest tip.

® Prelucrarea unui astfel de graf este identica cu o calatorie cu masina Intr-un oras
cu foarte multe strdzi cu sens unic sau cu o cdlatorie cu avionul intr-o tara in care
liniile aeriene nu sunt dus-intors.

e in astfel de situatii a ajunge dintr-un loc in altul poate reprezenta o adevirata
problema.

® De multe ori arcele orientate reflectd anumite tipuri de relatii de precedenta in aplicatia
pe care o modeleaza.

e Spre exemplu un graf orientat poate fi utilizat ca model pentru o linie de
fabricatie:

® Nodurile corespund diverselor operatii care trebuiesc executate

¢ Un arc de la nodul x la nodul y precizeazd faptul cd operatiunea
corespunzatoare nodului x trebuie executatd inaintea celei corespunzdtoare
nodului vy.

® In acest context, problema care se pune este aceea de a executa toate aceste
operatii, fara a eluda niciuna dintre relatiile de precedenta impuse.

® Dupd cum s-a mentionat in capitolul 10, reprezentarile grafurilor orientate sunt
simple extensii (de fapt restrictii) ale reprezentarilor grafurilor neorientate. Astfel:

e in reprezentarea bazati pe liste de adiacente, fiecare arc apare o singura data:
arcul de la nodul x la y este reprezentat prin prezenta nodului y in lista de
adiacente a lui x.

e in reprezentarea bazati pe matrice de adiacente, arcul de la nodul x la y se
marcheaza tot o singura data, prin valoarea "adevarat" a elementului matricii de
adiacente situat in linia x, coloana y (nu si a elementului situat in linia vy,
coloana x).

e In figura 12.1.a apare un exemplu de graf orientat



® QGraful consta din arcele AG, AB, CA, LM, JM, JL, JK, ED, DF, NI, FE, AF,
GE, GC,HG,GJ, LG, IH, ML.

® Ordinea in care nodurile apar la specificarea arcelor este semnificativa

e Notatia AG precizand un arc care 1si are sursa in nodul A si destinatia
in nodul G.

® Este 1nsa posibil ca intre doua noduri sa existe doua arce avand sensuri opuse
(exemplu HT si TH, respectiv LM si ML).
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Fig.12.1.a. Exemplu de graf orientat.

e Pornind de la aceasta precizare este usor de observat faptul ca un graf neorientat
poate fi asimilat cu graful orientat identic ca si structurd, care contine pentru fiecare
arc al grafului neorientat doud arce opuse.

e In acest context unii dintre algoritmii dezvoltati in acest capitol, pot fi
considerati generaliziri ale algoritmilor din capitolele anterioare.

® In cadrul acestui capitol vor fi prezentate unele dintre problemele specifice acestei
categorii de grafuri precum si o serie de algoritmi consacrati care le solutioneaza.

e Este vorba despre:
® (1) Problema drumurilor minime cu origine unica
® (2) Problema drumurilor minime corespunzatoare tuturor perechilor de noduri
e (3) Inchiderea tranzitiva
® (4) Grafuri orientate aciclice

® (5) Componente conectate in grafuri orientate

12.1. Problema drumurilor minime cu origine unica ("Single-
Source Shortest Path Problem™)



e O prima problema care se abordeaza in contextul grafurilor orientate este urmatoarea:

® Sec considerd un graf orientat G= (N, A) 1n care fiecare arc arc o pondere
pozitiva si pentru care se precizeaza un nod pe post de “origine”.

e Se cere sd se determine costul celui mai scurt drum de la origine la oricare alt
nod al grafului

® (Conform celor deja precizate, costul unui drum este suma ponderilor
arcelor care formeaza drumul.

® Aceastd problemd este cunoscutd sub numele de problema drumurilor
minime cu origine unica (“single source shortest path problem™).

® Desigur o abordare mai naturala, ar fi aceea care-si propune sda determine cel mai
scurt drum de la o origine la o destinatie precizata.

® Aceasta problema are acelasi grad de dificultate ca si problema anterioara care
de fapt o generalizeaza.

e Astfel, pentru a rezolva aceastd ultima problema, este suficient ca executia
algoritmului care determina drumurile minime cu origine unica sa fie oprita in
momentul in care se ajunge la destinatia precizata.

e Exact ca si in cazul grafurilor ponderate neorientate, ponderea poate avea semnificatia
fizica a unui cost, a unei valori, a unei lungimi, a unui timp, etc.

e Intuitiv, graful G poate fi asimilat cu o harta a traseelor aeriene ale unui stat in care:
e Fiecare nod reprezintd un oras
® Fiecare arc (x, y) reprezintd o legatura aeriana de la orasul x la orasul y.
® Ponderea unui arc (x,y) poate fi timpul de zbor sau pretul biletului.

® Desigur, ca model ar putea fi utilizat si un graf neorientat deoarece ponderea arcului
(x,y) trebuie sa fie in principiu aceeasi cu cea a arcului (y, x) .

e In realitate pe de o parte nu toate traseele aeriene sunt dus-intors, iar pe de alta
parte daca ele sunt dus-intors, timpul de zbor s-ar putea sa difere in cele doua
sensuri.

e [n orice caz, considerand arcele (x,y) si (y,x) cuponderi identice, aceasta
nu conduce la o simplificare a rezolvarii problemei.

12.1.1. Algoritmul lui Dijkstra

® Pentru a rezolva problema drumurilor minime cu origine unica, o maniera clasica de
abordare o reprezintd utilizarea unui algoritm bazat pe tehnica “greedy” adesea
cunoscut sub denumirea de “algoritmul lui Dijkstra”



® Acest algoritm a fost publicat de catre E.W. Dijkstra in anul 1959.

® Algoritmul se bazeaza pe o structuria de date multime M care contine nodurile
pentru care cea mai scurtd distanta la nodul origine este deja cunoscuta.

e Initial M contine numai nodul origine.

e In fiecare pas al executiei algoritmului, se adaugd multimii M un nod x care nu
apartine Tncd multimii si a carui distantd de la origine este cat mai scurtd
posibil.

® Presupunand ca toate arcele au ponderi pozitive, intotdeauna se poate gasi un
drum minim care leagd originea de nodul x, drum care trece numai prin
nodurile continute de M.

e Un astfel de drum se numeste “drum special”.

e Pentru inregistrarea lungimii drumurilor speciale corespunzatoare nodurilor
grafului se utilizeaza un tablou D care este actualizat in fiecare pas al
algoritmului.

e In momentul in care M include toate nodurile grafului, toate drumurile sunt
speciale si in conscintd, tabloul D memoreaza cea mai scurtd distantd de la
origine la fiecare nod al grafului.

e Schita de principiu a algoritmului lui Dijkstra apare in secventa [12.1.1.a].

PROCEDURE Dijkstra;

{Determind costurile celor mal scurte drumuri care
conecteaza nodul 1, considerat drept origine, cu toate
celelalte noduri ale unui graf orientat}

BEGIN
[1] M:= [1]; {nodul origine}
[2] FOR i:= 2 TO n DO {initilizarea lui D}
[3] D[i]:= COSTI[1,1i]; [12.1.1.a]
(4] FOR i:= 1 TO n-1 DO
BEGIN
[5] *alege un nod x apartindnd multimii N - M astfel
incdt D[x] sa fie minim;
[6] *adauga pe x lui M;
[7] FOR fiecare nod y din N - M DO
(8] D[y]l:= min(D[y],D[x] + COST[x,y])
END

END; {Dijkstra}

e Referitor la algoritmul lui Dijkstra, se presupune ca:

e Sedaun graforientat G= (N,A) unde N={1,2,3,..,n}



e Nodul 1 este considerat drept origine.

® COST este un tablou cu douad dimensiuni unde COST [1i, j] reprezintd costul
deplasarii de la nodul 1 lanodul 3 pearcul (i, 7).

® Dacaarcul (i, ) nu exista, se presupune cd C[1i, j] este oo, respectiv
are o valoare mai mare decat orice cost.

® [a fiecare iteratie a algoritmului, tabloul D[1] contine lungimea drumului special
minim curent de la origine la nodul 1.

Pentru exemplificare, se prezintd executia algoritmului lui Dijkstra pentru graful
orientat din figura 12.1.1.a.

Fig.12.1.1.a. Graf orientat ponderat

® InitialM={1},D[2]=10,D[3]=00,D[4]=30 siD[5]=100.

e in prima iteratie a buclei FOR din liniile [4]-[8], se selecteaza x=2 ca fiind
nodul de distantd minima din D.

e in continuare se face D[3]=min (o0, 10+50) =60.

® D[4] si D[5] nu se modificd deoarece in ambele cazuri, drumul
direct care conecteazd nodurile respective cu originea este mai scurt
decat drumul care trece prin nodul 2.

e In continuare, modul in care se modifica tabloul D dupi fiecare iteratie a
buclei FOR mai sus precizate apare in figura 12.1.1.b.



lteratia M x  D[2] D[3] D[4] D5]
Initial (1} - 0 » 30 100
1) 1,2} 2 10 60 30 100
@) {1,2,4} 4 10 50 30 90
3) {1,2,4,3} 3 10 50 30 60
@) {12435} 5 10 50 30 60

x |1 2 3 4

1 5
Parinte[x] | 0o 1 4 1 3 @

Fig.12.1.1.b. Determinarea drumurilor minime cu origine unica in baza algoritmului lui

Dijkstra

® In vederea reconstructiei drumurilor minime de la origine la fiecare nod al grafului, se
utilizeaza un alt tablou Pdrinte

® Inacest tablou, Parinte [x] memoreazd nodul care precede nodul x 1n cadrul
drumului minim, adicad memoreaza tatil nodului x.

e Tabloul Parinte se initializeazd cu Parinte [1]=1 pentru toate valorile lui
i#1.

e Tabloul Parinte poate fi actualizat dupa linia [8] In procedura Dijkstra
din secventa [12.1.1.a].

e Astfel, dacd in linia [8], D[x]+COST[x,y]<D[y], atunci se face
Parintely] :=x.

® Dupa terminarea procedurii, drumul la fiecare nod poate fi reconstituit in sens invers
mergand pe inlantuirile indicate de tabloul Parinte.

e Astfel, pentru graful orientat din fig. 12.1.1.a, tabloul Parinte contine valorile
precizate 1n figura 12.1.1.b.

® Pentru a gasi spre exemplu, drumul minim de la nodul 1 la nodul 5 al grafului,
se determina predecesorii (parintii) in ordine inversa incepand cu nodul 5.

e Astfel se determina 3 ca predecesorul lui 5, 4 ca predecesor al lui 3, 1 ca
predecesor al lui 4.

e In consecintd drumul cel mai scurt de la nodul 1 lanodul 5este 1,4,3,5 iar
lungimea sa 60 este memoratd in D[5] .

® [n aceeasi figurd apare reprezentat si arborele de acoperire corespunzator drumurilor



minime cu origine unicd atasat grafului din figura 12.1.1.a.

12.1.3. Analiza performantei algoritmului lui Dijkstra

Se presupune ca algoritmul din secventa [12.1.1.a], opereaza asupra unui graf orientat
cu n noduri §i a arce.

Daca pentru reprezentarea grafului se utilizeazd o matrice de adiacente, atunci bucla
FOR din liniile [7]-[8] necesita un efort de calcul proportional cu O(n).

Intrucat aceasta bucla este executatd de n—1 ori, (bucla FOR din linia [4]),
timpul total de executie va fi proportional cu O(n?).

Este usor de observat ca restul algoritmului nu necesita timpi superiori acestei
valori.

(2) Daci a este mult mai mic decat n?, este mai indicat ca in reprezentarea grafului si
se utilizeze liste de adiacente, respectiv o coada bazata pe prioritate implementatd
ca un ansamblu (arbore binar partial ordonat), pentru a pastra distantele la nodurile
multimii N-M.

In aceste conditii, bucla din liniile [7]-[8] poate fi implementatd ca si o
traversare a listei de adiacente a lui x cu actualizarea distantelor nodurilor din
coada bazata pe prioritate.

In total, pe intreaga durati a executiei procedurii, se vor realiza a actualizrii,
fiecare cu un efort proportional cu O(log n), astfel incat timpul total consumat
in liniile [7]-[8] va fi proportional cu O(a log n) si nu cu O(n?).

In mod evident liniile [2]-[3] necesitd asemeni liniilor [4]-[6] un efort
de calcul proportional cu O(n).

Utilizand 1n reprezentarea multimii N-M o coada bazatd pe prioritati, linia
[5] implementeaza operatia de extragere a elementului cu prioritatea minima
din coada, fiecare din cele n—1 iteratii ale acestei linii necesitind O(log n)
unitdti de timp.

In consecint, timpul total consumat de aceastd variantd a algoritmului lui
Dijkstra este limitat la O(a log n) (a=n-1), performata care este considerabil
mai bund decat O(n?).

Se reaminteste faptul cd aceastd performanta se poate obtine numai dacd a
este mult mai mic in raport cu n®.

12.2 Problema drumurilor minime corespunzatoare tuturor
perechilor de noduri ("All-Pairs Shortest Path Problem")



® Se presupune ca existd un graf orientat ponderat contindnd timpii de zbor pentru anumite
trasee aeriene care conecteazd orase si ca se doreste constructia unei tabele care
furnizeaza cei mai scurti timpi de zbor intre oricare doua orase.

® Aceasta este o instantd a problemei drumurilor minime corespunzatoare
tuturor perechilor de noduri (“all-pairs shortest paths problem”).

e Pentru a formula problema in termeni formali, se presupune cd se da un graf orientat
G= (N, A), in care fiecare arc (x, y) are o pondere pozitivdi COST [x, y].

® Rezolvarea problemei drumurilor minime corespunzatoare tuturor perechilor de
noduri pentru graful G, presupune determinarea pentru fiecare pereche ordonatd de
noduri (x,y),unde x,y € N, a lungimii drumului minim care conecteaza
nodul x cu nodul y.

® Aceasta problema poate fi rezolvata cu ajutorul algoritmului lui Dijkstra, considerand pe
rand, fiecare nod al grafului G drept origine.

e De fapt rezultatul executiei algoritmului Iui Dijkstra este un tablou care contine
distanta de la origine la restul nodurilor grafului.

® In cazul de fatd, deoarece este necesara determinarea distantelor pentru toate
perechile de noduri, avem nevoie de o matrice de elemente in care fiecare rand se
poate determina 1n baza algoritmului lui Dijkstra.

e rezolvare mai directd a problemei drumurilor minime corespunzatoare tuturor perechilor
de noduri ale unui graf, este datorata algoritmului lui R.-W. Floyd datand din anul 1962.

12.2.1. Algoritmul lui Floyd
e Fie graful ponderat G= (N, A) are are atasatd matricea de ponderi COST.

® Pentru convenientd, se considerad ca nodurile multimii N sunt numerotate de la
1llan.

e Algoritmul lui Floyd utilizeaza o matrice A de dimensiuni nXn cu ajutorul céreia
determind lungimile drumurilor minime.

e Initial se face A[i, J]=COST[1i,]] pentrutoti i # .

® Dacd nu existd niciun arc de la nodul i la nodul j, se presupune ca
COST[i,]j]=o0.

e Elementele diagonalei matricei A se pun toate pe 0.
e Algoritmul lui Floyd executa n iteratii asupra matricii A.
® Dupa cea de-a k-a iteratie, A[1i, j] va contine lungimea minima a unui drum

de la nodul i la nodul j, care nu trece prin nici un nod cu numar mai mare ca
si k.



Cu alte cuvinte, 1 si j pot fi oricare doud noduri ale grafului care delimiteaza
inceputul si sfarsitul drumului, dar orice nod intermediar care intrd in
alcatuirea drumului trebuie sa aiba numarul mai mic sau cel mult egal cu k.

In cea de-a k iteratic se utilizeazia urmitoarea formuld in calculul lui A
(formula [12.2.1.a]):

o IAGT ]
Ak["J]_mm{Ak_l[i,k]+Ak_l[k,j] [12.2.1.a]

Se face precizarea ca indicele k semnifica momentul de timp la care se
realizeaza calculul matricei A (in cadrul celei de-a k iteratii) si nu faptul ca ar
exista n matrici A, fiind utilizat pentru o intelegere mai facild a functionarii
algoritmului.

e Formula de mai sus are interpretarea simpla precizata in figura 12.2.1.a.

Awalij]

Fig.12.2.1.a. Selectia drumului minim de la nodul i la nodul j la momentul k

Pentru calculul lui A [i, 7] se compard Ax-; [1, j] - adicad costul drumului
de la i la j fard a trece prin nodul k sau oricare alt nod cu numar mai mare ca
sik,cuBy1[i,k]+Ax-1[k,J] -adica costul drumului de la i la k Tnsumat
cu costul drumului de la k la j fard a trece prin nici un nod cu numar mai
mare ca si k.

Daca drumul din urma se dovedeste a fi mai scurt, atunci el este atribuit
valorii Ay [1, 7], altfel aceasta ramane identica cu valoarea anterioara.

e Pentru graful ponderat din figura 12.2.1.b. (a), se prezintd in cadrul aceleiasi figuri
modul 1n care se modificd matricea A pornind de la continutul ei initial A, si
terminand cu continutul sau final As.



1 2 3 1 2 3
110 8 5 110 8 5
3 .0 3 0 8
© 2 0 © 2 0

3 8 Ao A
1 2 3 1 2 3
° 110 8 5 110 7 5
213 0 8 213 0
5 2 0 5 2 0

A As

(a) (b)

Fig.12.2.1.b. Calculul lungimii drumurilor minime corespunzatoare tuturor perechilor de
noduri ale unui graf utilizand algoritmul lui Floyd

® Deoarece Ay [1i,k]=Ax-1[1,k] st Ax[k,J]=Ax-1[k,J], nici o intrare a
matricii A In care intervine pe post de indice valoarea k, nu se modifica in
timpul celei de-a k-a iteratii.

e (u alte cuvinte, matricea A este invarianta in raport cu indicele k.
® In consecintd se poate utiliza o singura copie a matricii A.

e Structura de principiu a procedurii care implementeaza algoritmul lui Floyd in baza
considerentelor mai sus enuntate apare in secventa [12.2.1.a].

PROCEDURE Floyd (VAR A: ARRAY[1..n,1..n] OF real;
COST: ARRAY[1l..n,1..n] OF real);

{Procedura determind matricea drumurilor minime A pornind de
la matricea ponderilor COST}

VAR i,j k: INTEGER;

FOR i:= 1 TO n DO
=1 TO n DO

COST[i,73]; [12.2.1.a]
n DO

k] + A[k,j] < A[i,3] THEN
] Ali, k] + A[k,3]



e Timpul de executie al acestei proceduri este in mod clar proportional cu o)
deoarece la baza sa sta o bucla tripla Incuibata.

® Verificarea corectitudinii functiondrii algoritmului se poate realiza simplu prin
metoda inductiei.

e Astfel este usor de demonstrat ca dupa ce k trece prin bucla tripla FOR,

A[1i, ] memoreaza lungimea celui mai scurt drum de la nodul i la nodul 7
care in niciun caz nu trece printr-un nod cu numar mai mare ca si k [AH85].

12.2.2. Comparatie intre algoritmul lui Floyd si algoritmul lui Dijkstra

® Pentru grafuri reprezentate prin matrici de adiacente:

e (1) Versiunea algoritmului Dijkstra determind drumurile minime specifice
unui nod precizat cu performanta O(n?),

® (2) Algoritmul lui Floyd determind toate drumurile minime cu performanta
o(n).

e Constantele de proportionalitate reale depind de natura compilatorului,
de sistemul de calcul si de implementarea propriu-zisa.

e De fapt activitatea experimentald si masuratorile reale reprezintd cele
mai bune criterii de apreciere a performantelor unui algoritm.

e In conditiile in care numirul de arce a este mult mai redus decat n® si drept
consecinta grafurile sunt reprezentate prin liste de adiacente:

e (1) Algoritmul lui Floyd isi pastreazi performanta stabilitd O(n®),
® (2) Este de asteptat ca algoritmul lui Dijkstra sa se comporte mai bine.

e Astfel dupa cum s-a precizat, acest algoritm determind drumurile
minime corespunzatoare unui nod precizat (origine) cu un efort de
calcul proportional cu O(a log n).

e In consecintd utilizdind aceastd varianti de algoritm, problema
drumurilor minime corespunzatoare tuturor perechilor de noduri se
poate rezolva aplicand algoritmul Ilui Dijkstra tuturor nodurilor
grafului cu performanta O(na log n).

e Se face din nou precizarea cd aceastd performantd se poate obtine
atunci cdnd a<<n” respectiv in cazul grafurilor rare de mari
dimensiuni.

12.2.3. Determinarea traseelor drumurilor minime



® Algoritmii dezvoltati In cadrul acestui paragraf determina de fapt costurile drumurilor
minime.

® De multe ori, in practica este insa foarte util a se cunoaste si traseul acestor drumuri
minime.

e Pentru a rezolva aceastd problema, in contextul algoritmului lui Floyd este necesara
utilizarea unei alte matrici Drum

® |n matricea Drum, o locatie Drum[i, j] memoreaza acel nod k care conduce
in cadrul algoritmului la cea mai mica valoare pentru A[1, 1] .

® Daca Drum[1i, j]=0 atunci cel mai scurt drum este cel direct de la nodul i la
nodul 7.

e Varianta modificatd a algoritmului lui Floyd care determind si matricea Drum apare in
secventa [12.2.3.a].

PROCEDURE Floydl (VAR A: ARRAY[1..n,1..n] OF real
COST: ARRAY[1..n,1..n] OF real
VAR Drum: ARRAY[1..n,1..n] OF integer);

{Procedura primeste matricea COST si determind matricea A
care memoreaza lungimile drumurilor minime si matricea Drum
care memoreaza nodul intermediar al fiecdrui drum de la 1 1la
j(daca exista)}

VAR i,j,k: integer;
BEGIN

[1] FOR i:= 1 TO n DO
[2] FOR j:= 1 TO n DO

BEGIN
[3] Ali,J]l:= Cl[1i,3J]; [12.2.3.a]
[4] Drum([i,]j] := 0
END;
[5] FOR i:= 1 TO n DO
(6] Afi,i]:= 0;
[7] FOR k:= 1 TO n DO
[8] FOR i:= 1 TO n DO
[9] FOR j:= 1 TO n DO
[10] IF A[i,k] + A[k,Jj] < A[i,j] THEN
BEGIN
[11] A[i,3]:= A[i,k] + Alk,3]1;
[12] Drum[i,j]:= k
END

END; {Floydl}



® Matricea Drum este de fapt o colectie de arbori corespunzatori drumurilor minime, cate
unul pentru fiecare nod al grafului original.

e Afisarea traseului drumului minim de la nodul i la nodul j, prin evidentierea

nodurilor intermediare se poate realiza cu ajutorul procedurii Traseu (secventa
[12.2.3.b]).

PROCEDURE Traseu(i,j: integer);
{Afiseaza traseul drumului minim de la nodul i la nodul 7j}

VAR k: integer;

BEGIN [12.2.3.b]
k:= Drum[i,j];
IF X <> 0 THEN
BEGIN
Traseu (i, k) ;
writeln (k) ;

Traseu(k, Jj)
END
END; {Traseu}

® Procedura Traseu aplicata unei matrici oarecare ar putea cicla la infinit.

e Acest lucru nu se Intdmpla in situatia in care ea este aplicatd matricii Drum,
deoarece este imposibil ca un nod oarecare k sa apara In drumul minim de la
nodul i lanodul j siin acelasi timp j sa apara in drumul minim de la i la k.

e Se reaminteste din nou importanta cruciald a valorilor pozitive a ponderilor
arcelor grafului.

e In figura 12.2.3.a apare continutul final al matricii Drum pentru graful orientat din
figura 12.2.1.b. (a).

1 2
110 3
0 O

- Ol w

2 0 0

matricea Drum

Fig.12.2.3.a. Matricea traseelor drumurilor minime corespunzatoare grafului din figura
12.2.1.b. (a).

12.2.4. Aplicatie. Determinarea centrului unui graf orientat ponderat

e Se presupune ca se da graful orientat ponderat G= (N, A) si se cere sa se determine
cel mai central nod al sdu adica centrul grafului.



® Pentru a defini termenul de “cel mai central nod” se defineste pentru inceput
notiunea de excentricitate a unui nod apartinand unui graf ponderat.

e Excentricitatea unui nod x€N este precizatd de formula [12.2.4.a]:

Excentricitate[x]= maX{drumurile minime de la x la vy}
xXEN yEN [12.2.4.a]

e (u alte cuvinte, excentricitatea unui nod al unui graf ponderat este valoarea maxima
dintre lungimile drumurilor minime de la nodul respectiv la toate celelalte noduri ale

grafului.

Centrul unui graf G este nodul a carui excentricitate este minima.

e Spre exemplu pentru graful din figura 12.2.4.a. (a), valorile excentricitatilor
nodurilor apar in tabloul (c¢) din aceeasi figura.

® Conform definitiei anterioare, centrul grafului G este nodul d.

Utilizand algoritmul lui Floyd, determinarea centrului unui graf G se poate realiza
simplu.

Presupunand ca COST este matricea ponderilor arcelor gafului, se procedeaza astfel.

® (1) Se determina cu ajutorul procedurii Floyd matricea drumurilor minime
corespunzatoare tuturor perechilor de noduri (fig.12.2.4.a. (b)).

® (2) Se determinad excentricitatile nodurilor i, (1<i<N) gasind valoarea
maxima de pe fiecare coloand i a matricei.

® (3) Se cauta nodul cu excentricitatea minima. Acesta este centrul grafului G.

e In figura 12.2.4.a. (b) apare matricea valorilor drumurilor minime pentru graful din
aceeasi figura (a).

® Determinarea nodului central al grafului este evidenta.

a b c d e nod | excentricitate
al 0 1 3 5 7 a| =
bl = 0 2 4 6 b 6
c|l « 3 0 2 4 c 8
dl =« 1 3 0 7 d 5
el = 6 8 5 0 e 7
max « 6 8 5§ 7

(a) (b) ©



Fig.12.2.4.a. Determinarea centrului unui graf ponderat

12.3. Inchiderea tranzitiva

e In grafurile neorientate, nodurile la care se poate ajunge pornind de la un nod precizat,
cu alte cuvinte conexiunile unui nod la grafului, pot fi determinate simplu aplicand
proprietdtile de conectivitate ale grafurilor.

® Pur si simplu, toate nodurile la care se poate ajunge in procesul de cautare
apartin unei aceleiasi componente conexe a grafului.

® Aceasta observatie este valabila 1n principiu si In cazul grafurilor orientate cu precizarea
insa ca in aceasta situatie rezolvarea este mai complexa si ea nu poate fi redusa la simpla
determinare a componentelor conexe.

® O modalitate de a rezolva problemele de conectivitate in cazul grafurilor orientate
este urmatoarea.

e Se completeaza graful initial cu arce pe baza urmatoarei metode: dacd in
graful initial se poate ajunge intr-un mod oarecare de la nodul x la nodul y
parcurgand arcele orientate ale grafului, atunci se adauga grafului arcul
(x,y).

e (Graful care se obtine adaugind toate arcele de aceastd naturd se numeste inchiderea
tranzitiva a grafului initial.

e Deoarece este de asteptat sd fie addugate un numar mare de arce, deci graful
obtinut sd fie dens, se apreciazd ca pentru inchiderea tranzitivd, cea mai
potrivitd metodad de reprezentare este cea bazatd pe matrice de adiacente.

e (data determinatd inchiderea tranzitiva a unui graf orientat, raspunsul la Intrebarea:
“Exista un drum in graful orientat de la nodul x la nodul y”’? este imediat.

e Algoritmul lui Floyd poate fi specializat astfel incat sd determine inchiderea tranzitiva
a unui graf G.

e Algoritmul care rezultd se numeste algoritmul lui Warshall si care desi a
aparut tot in anul 1962 este anterior ca data algoritmului lui Floyd.

12.3.1. Algoritmul lui Warshal

e Algoritmul luiWarshall se bazeaza pe observatia simpla ca, daca intr-un graf orientat
existd o modalitate de a ajunge de la nodul i la nodul k si o modalitate de a ajunge de
la nodul k la nodul j, parcurgand arce ale grafului, atunci cu sigurantd existd un drum
care conecteaza nodul i cu nodul j.



® Problema constd de fapt in a exploata de asemenea maniera aceasta observatie
incat calculul sa se realizeze la o singura trecere prin matrice.

e Acest lucru este posibil in baza urmatoarei interpretari sugerate de Warshall:

e “Daca existd o posibilitate de a ajunge de la nodul i la nodul k utilizand
numai noduri cu indici mai mici decat k, si o posibilitate de a ajunge de la
nodul k la nodul j 1n aceleasi conditii, atunci existd un drum de la nodul i la
nodul j care strabate numai noduri care cu indicele mai mic ca si k+1”.

e In baza acestei interpretiri, dandu-se graful ordonat G si matricea sa de adiacente A,
algoritmul lui Warshall determind matricea T care reprezintd inchiderea tranzitiva a
grafului G.

e Inaceastd matrice T [1, j]=true, daci existi posibilitatea de a ajunge de la
nodul i lanodul j, altfel T[1i, J]= false.

® Spre exemplu in figura 12.3.a. (b) apare inchiderea tranzitiva in forma matricii T a
grafului orientat din figura 12.3.a. (a).

A a afla
NN EN

| NN )

matricea

(@) (b)

Fig.12.3.a. Inchiderea tranzitiva a unui graf orientat

e inchiderea tranzitivi poate fi determinati aplicind o procedurd similard procedurii
Floyd, utilizdnd Tnsa urmatoarea formuld in cea de-a k-a trecere prin matricea T
(formula [12.3.a]):

Tx[i,J]= Tx-1[1,J] OR (Tx-1[i,k] AND Tx_1[k,3J]) [12.3.a]

® Aceastd formula precizeazd ca existd un drum de la nodul i la nodul j care nu trece
printr-un nod cu numar mai mare ca si k daca:

® (1) Existd dejaun drum de la i la 7 care nu trece prin nici un nod cu numar
mai mare decat k-1, sau

® (2) Exista un drum de la i la k care nu trece prin nici un nod cu numar mai
mare decat k—1 si existd un drum de la k la j, care nu trece prin niciun nod cu
numar mai mare decat k—-1.



e (Ca si in cazul algoritmului lui Floyd, sunt valabile formulele T, [i, k]=Tyx-1[1i, k]
si Tx[k,jl= Tx-1[k,Jj] motiv pentru care in calcul se poate utiliza o singurd
instantd a matricii T.

e Structura de principiu a procedurii care implementeaza algoritmul lui Warshall apare
in secventa [12.3.a].

PROCEDURE Warshall (A: ARRAY[1..n,1..n] OF boolean;
VAR T: ARRAY[1..n,1..n] OF boolean);

{Procedura construieste in T inchiderea tranzitiva a lui A}

VAR i,7j,k: integer

BEGIN
[1] FOR i:= 1 TO n DO
[2] FOR j:= 1 TO n DO
[3] T(i,5]:= A[i,5]; [12.3.a]
[4] FOR k:= 1 TO n DO
[5] FOR i:= 1 TO n DO
[6] FOR j:= 1 TO n DO
[7] IF T[i,3] = Ffalse THEN
(8] T(i,31:= T[i,k] AND T[k, 7]
END; {Warshall}

® In urma unei analize sumare a codului, performanta algoritmului rezultd imediat,
3
o(n®).

® Dupa alti autori, performanta poate fi stabilitd si astfel.

e Fiecare din cele a arce conduce la o iteratie cu n pasi in bucla FOR cea mai
interioara.

e In plus, sunt testate si eventual actualizate toate cele n” locatii ale matricii T.

e Rezultd un timp de executie proportional cu O(an + n?) [Se 88].

12.4. Traversarea grafurilor orientate

® Tehnicile fundamentate de traversare a grafurilor dezvoltate in cadrul
capitolului 10, au un caracter universal si ele pot fi aplicate, cu particularizari
specifice, oricarui tip de graf.

e Astfel in cazul grafurilor orientate, in timpul traversarii se tine cont efectiv de
orientarea arcelor examinate, lucru care in contextul grafurilor neorientate nu
este necesar.



e Din acest motiv si arborii de acoperire rezultati in urma procesului de traversare
a grafurilor orientate au o structurd mai complicata.

® In cele ce urmeaza vor fi abordate unele aspecte legate de traversarea grafurilor orientate
prin tehnica “cautarii in adancime”.

e Optiunea este motivatd de faptul ca aceastd maniera de traversare a grafurilor
orientate std la baza rezolvarii a numeroase probleme practice care se pun in
legatura cu aceasta categorie de grafuri.

12.4.1. Traversarea grafurilor orientate prin tehnica cautarii "in
adancime"

® Principiul traversarii in adancime este deja cunoscut.

e Se presupune ca existd un graf orientat G 1n care toate nodurile sunt marcate
initial cu “nevizitat”.

e (Cautarea in adancime actioneaza initial selectand un nod x al lui G ca si nod de
start, nod care este marcat cu “vizitat”.

e [n continuare, fiecare nod nevizitat adiacent lui x este "cautat" pe rand, utilizand
aceeasi tehnica in maniera recursiva.

e [n momentul in care toate nodurile la care se poate ajunge pornind de la x au
fost vizitate, traversarea este incheiata.

e Daca totusi mai raman noduri nevizitate, se selecteaza unul dintre acestea drept
urmatorul nod de start si se relanseaza cautarea recursiva.

® Acest proces se repeta pana cand sunt parcurse toate nodurile grafului G.

e Pentru implementare se considera ca graful G care se doreste a fi traversat este
reprezentat cu ajutorul listelor de adiacente.

e Senoteazd cu L (x) lista de adiacente a nodului x.

e De asemenea se mai utilizeaza tabloul marc, ale carui elemente pot lua
valorile "nevizitat" respectiv "vizitat", tablou care este utilizat in mentinerea
evidentei starii nodurilor grafului.

e Structura de principiu a procedurii recursive de cautare in adancime apare in secventa
[12.4.1.a].

® Acecastd procedurd trebuie apelatd insd dintr-un context mai general care
asigurd initializarea tabloului marc si selectarea nodurilor inca nevizitate ale
grafului (secventa [12.4.1.b]).



VAR k: Nod;

BEGIN

] marc[x]:= vizitat;

] Prelucrare (x) :

] FOR fiecare nod k din L(x) DO [12.4.1.a]
] IF marc[k] = nevizitat THEN

] CautInAdéncime (k)

END; {CautInAdancime}

{Programul principal}

BEGIN
FOR x:= 1 TO n DO
marc[x]:= nevizitat;
FOR x:= 1 TO n DO [12.4.1.b]

IF marc[x] = nevizitat THEN
CautInAdancime (x)

e Se face precizarea, ca procedura CautInAdéncime nu realizeazd nici o
prelucrare efectivda a nodurilor vizitate, aceasta fiind sugeratd generic prin
apelativul Prelucrare (x) inlinia [2] asecventei [12.4.1.a].

e Dupa cum s-a precizat, aceastd tehnica std la baza rezolvarii mai multor probleme
specifice grafurilor orientate.

® [n consecinta, prelucrarea nodurilor vizitate va imbraca o forma specifica functie
de problema care se doreste a fi solutionata in baza acestei tehnici de parcurgere
a grafurilor orientate.

e Performanta procedurii CautInAdancime, analizatd in contextul parcurgerii
unui graf orientat cu a arce, cu n<a, in reprezentarea bazatd pe liste de adiacente este
O(a), dupa cum s-a evidentiat in capitolul 10.

e Pentru exemplificarea procesului de traversare a grafurilor orientate prin metoda
cautarii in adancime:

e Se presupune ca procedura din secventa [12.4.1.b] este aplicatd grafului
orientat din figura 12.4.1.a. (a), considerand ca nodul de pornire initial este
nodul a (x=a).

e (Qraful se considerd reprezentat printr-o structurd de adiacente sugeratd in
aceeasi figura (b).
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Fig.12.4.1.a. Traversarea unui graf orientat

Algoritmul marcheaza nodul a cu vizitat si selecteaza nodul b, primul din lista
de adiacente a lui a.

Deoarece nodul b este nevizitat, cdutarea continud prin realizarea unei apel
CautInAdéncime (b).

In continuare se marcheaza b cu vizitat si se selecteaza primul nod din lista sa
de adiacente.

Presupunand cd nodul c apare inaintea lui d in aceastd lista, asa cum se
prezinta in figurd, se apeleazd Caut InAdancime (c).

Deoarece lista de adiacente a lui c este vida, cautarea revine in lista lui b de
unde se selecteaza nodul d.

Se parcurge in continuare lista de adiacente a lui d.

Intrucat nodurile a si ¢ care apar in lista de adiacente a lui d au fost deja
vizitate, cautarea lui d se incheie si se revine in lista lui b apoi in cea a lui
a, care sunt si ele epuizate.

In acest moment apelul initial Caut InAdé&ncime (a) s-a terminat.

Totusi, deoarece graful nu a fost inca parcurs in intregime Intrucat nodurile
e, f s1 g sunt incd nevizitate, se realizeaza un nou apel al procedurii
CautInAdéncime spre exemplu pentru nodul e, apel care asigurda
parcurgerea integrald a grafului.

Se face urmatoarea observatie.



e Daca graful din fig.12.4.1.a. (a) ar fi un graf neorientat, el ar reprezenta o
singura componenta conexa si ar putea fi parcurs integral, realizand un singur
apel al procedurii CautInAdéncime din cadrul secventei [12.4.1.b]
indiferent de nodul care este selectat drept punct de start.

® In cazul grafurilor orientate situatia se schimba.

e Numarul de apeluri nerecursive ale procedurii Caut InAdancime, realizat
in cadrul secventei [12.4.1.b] depinde in mod esential de ordinea in care sunt
selectate nodurile care reprezinta puncte de start.

e Spre exemplu in cazul mai sus prezentat, graful apare constituit din
doud componente conexe (a,b,c,d) si (e, £,qg) .

® Daci in locul nodului e, la cel de-al doilea apel ar fi fost selectat nodul
g apoi e ar fi rezultat trei componente conexe (a,b,c,d), (g, )

st (e)

® Daca ar fi fost selectate nodurile f,g si e in aceastd ordine ar fi
rezultat 4 componente conexe.

e In sfarsit, dacd se alege initial nodul e drept nod de start, graful din
figura contine o singura componenta conexa (fig.12.4.1.a. (c)).

® Aceastd particularitate se reflectd direct In topologia arborilor de acoperire care
rezultd in urma unor astfel de parcurgeri ale grafurilor orientate.

12.5. Grafuri orientate aciclice

e Un graf orientat aciclic este un graf orientat care nu contine cicluri.

® Apreciate in termenii relatiilor pe care le modeleaza, grafurile orientate aciclice au un
caracter de generalitate mai pronuntat decat arborii dar sunt mai putini generale ca si
grafurile orientate.

® (a si topologie, astfel de grafuri pot contine multe cicluri, daca nu se ia in considerare
directionarea arcelor.

® Daca aceasta directionare este nsd luatd in considerare un astfel de graf nu
contine nici un ciclu.

e De fapt aceste grafuri pot fi considerate partial arbori, partial grafuri orientate, element
care le conferd o serie de proprietati speciale.

® Spre exemplu, padurea de arbori de cautare in adancime asociatd unui graf
orientat aciclic, nu contine arce de tip “Inapoi”.

e In figura 12.5.a. apare un exemplu de arbore (a), un exemplu de graf orientat
aciclic (b) si un exemplu de graf orientat cu un ciclu (c).
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Fig.12.5.a. Tipuri de grafuri orientate

e Printre altele, grafurile orientate aciclice sunt utile in reprezentarea structurii sintetice a
expresiilor aritmetice care contin subexpresii comune.

e Spre exemplu figura 12.5.b. evidentiaza un astfel de graf pentru expresia
aritmetica:

e Termenii a+b §i (a+b) *c reprezintd subexpresii comune partajate, motiv
pentru care sunt reprezentate prin noduri care sunt destinatia mai multor arce
orientate.

Fig.12.5.b. Graf orientat aciclic reprezentand o expresie aritmetica

e QGrafurile orientate aciclice pot fi utilizate cu succes in reprezentarea relatiei de
ordonare partiala.

e Se reaminteste faptul ca o relatie de ordonare partiala R pe o multime M, este o
relatie binara care satisface urmatoarele proprietati:

® (1) aRa este falsda pentru y a€M (nereflexivitate);

® (2) Pentru v a,b, c€M, dacd aRb si aRc sunt adevarate, atunci aRc
este adevarata (tranzitivitate);

e (3) Dacad aRb este adevarata si bRa este adevarata, atunci a=b pentru vy



a, beM (antisimetrie).
Doud exemple naturale de relatii de ordonare partiald sunt:
® (1) Relatia “mai mic decat” (<) definita pe multimea numerelor intregi

® (2) Relatia “submultime proprie a unei multimi” ( < ) definitd pentru multimi
de elemente.

Spre exemplu fie multimea M={1,2,3} si fie P(M) puterea multimii M, adica
multimea tuturor submultimilor proprii ale multimii M.

e 1In acest context P(M)= {{@},{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},
{1,2,3}}.

e Este simplu de verificat ca relatia “submultime a multimii M” ( <) este o relatie
de ordonare partiald pentru puterea multimii M.

Grafurile orientate aciclice pot fi utilizate in reprezentarea unei astfel de relatii.

e In acest, scop o relatie R poate fi asimilati cu o multime de perechi (arce), care
satisfac urmatoarea proprietate: perechea (a,b) apartine multimii dacd aRb
este adevarata.

In aceste conditii, este valabili urmatoarea definitie: daci R este o relatie de ordonare
partiala pe o multime M, atunci graful G= (M, R) este un graf ordonat aciclic.

Reciproc, se presupune ci G= (M, R) este un graf ordonat aciclic si cd R" este o relatie
definita prin afirmatia aR'b este adevaratd dacd si numai dacd existd un drum de
lungime mai mare sau egald cu 1 care conecteaza nodul a cu nodul b 1n graful G.

® R’ este de fapt multimea relatiilor care materializeaza inchiderea tranzitiva a lui
R.

e In aceste conditii, R* reprezinti o relatie de ordonare partiald pe M.
In figura 12.5.c apare graful orientat aciclic G= (P (M) ,R) unde M={1, 2, 3}.

® Relatia R" se traduce prin “submultime proprie” a puterii multimii M.

{1,2,3}

I T

{1,2} {1, 3} {2,3}

l\\\\\\‘ ,//// |

{1} {2} {3}

~.

{®}

Fig.12.5.c. Graf orientat aciclic reprezentand submultimile proprii ale unei multimi date



12.5.1. Determinarea aciclitatii unui graf orientat

e Se considerd un graf orientat G= (N, A) si se cere sa se stabileasca daca G este aciclic, cu
alte cuvinte sd se determine daca G nu contine cicluri.

e Pentru a rezolva aceastd problemd poate fi utilizatd cu succes tehnica cautarii in
adancime.

e Astfel, daca pe parcursul traversarii grafului G prin tehnica cautarii in adancime
se intdlneste cel putin un arc de tip “Inapoi”, iIn mod evident graful contine cel
putin un ciclu.

® Reciproc, daca un graf orientat contine cel putin un ciclu, atunci in orice
traversare a grafului prin tehnica cautarii in adancime va apare cel putin un arc
de tip “Inapoi”.

e Pentru a demonstra acest lucru, se presupune ca G este ciclic.

® Realizand o traversare prin cautare in addncime in G, va exista cu sigurantd in
ciclu un nod x, al carui numar de ordine la cautarea in adancime este mai mic
decat numarul corespunzator oricarui nod apartinand ciclului.

Se considerd un arc (v, x) din ciclul care-I contine pe x.

Deoarece vy este in ciclu, el trebuie sa fie un descendent al lui x In padurea de
arbori de cautare prin cuprindere.

® Deci (v, x) nu poate fi un arc de “trecere”.

® Decoarece numarul de ordine la cautarea in adancime a lui y este mai mare decat
numarul lui x, (y,x) nu poate fi nici arc de tip “arbore” nici arc de tip
“Inainte”.

® Inconsecintd (y, x) nu poate fi decat un arc de tip “inapoi”.

12.5.2. Aplicatie. Sortarea topologica

e Sortarea topologica a mai facut obiectul unor prezentari pe parcursul acestei lucrari.

e In paragraful de fatd se prezintd o alti modalitate de solutionare a sortirii topologice
utilizand drept structuri de date suport grafurile orientate aciclice.

e Se reaminteste faptul ca un proiect de mari dimensiuni, este adesea divizat intr-o colectie
de activitati (taskuri) mai mici, fiecare avand un caracter mai mult sau mai putin unitar.

® In vederea finalizarii proiectului, unele dintre activitati trebuiesc realizate intr-o
anumita ordine specificata.

e Spre exemplu, o programa universald poate contine o serie precizatd de cursuri dintre
care unele presupun in mod obligatoriu absolvirea in prealabil a altora.



e O astfel de situatie poate fi modelata simplu cu ajutorul grafurilor orientate
aciclice.

e Spre exemplu daca cursul D este un curs care nu poate fi urmat decat dupa
absolvirea cursului C, in graf apare un arc (C, D).

In figura 12.5.1.a apare un graf orientat aciclic care evidentiaza interconditiondrile de
aceasta natura impuse unui numar de 5 cursuri.

e Cursul C3 spre exemplu, presupune absolvirea in prealabil a cursurilor C1 §i C2.

//

.

Fig.12.5.1.a. Graf orientat aciclic modeland interconditiondri

Sortarea topologica realizeaza o astfel de ordonare liniara a activitatilor proiectului incét
niciuna dintre interconditiondrile impuse sa nu fie violate.

e (Cu alte cuvinte, sortarea topologica este un proces de ordonare liniard a nodurilor
unui graf orientat aciclic, astfel incat daca existd un arc de la nodul i la nodul 7,
atunci nodul i sa apara naintea nodului j in ordonarea liniara.

Spre exemplu lista C1,C2, C3,C4,C5 reprezintd o sortare topologica a grafului din
figura 12.5.1.a

Sortarea topologica poate fi realizatd simplu pornind de la algoritmul traversarii unui
graf prin tehnica cautarii in adancime.

e Astfel, daca in procedura Caut InAdancime din secventa [12.4.1.a] se adauga
dupd linia [5] o instructiune de tiparire a lui x, se obtine o procedurd care
afiseaza nodurile grafului aciclic sortate topologic in ordine inversd (secventa
[12.5.1.a)]).

® Acest lucru se intampla deoarece procedura SortTopologic afiseaza un nod
oarecare x al grafului aciclic dupd ce a terminat explorarea (afisarea) tuturor
descendentilor sai.

Se impune in acest moment urmdtoarea precizare: realizearea sortdrii topologice in
ordine inversa pentru un graf, este echivalentd cu realizarea unei sortéri topologice,
normale 1n graful obtinut prin inversarea sensului arcelor [Se 88].

Este de asemenea evident faptul ca de reguld ordonarea produsa de acest tip de sortare
nu este unicd.



{Afiseaza nodurile accesibile din x, in ordine topologica
inversa}

VAR k: Nod;
[12.5.1.a]

BEGIN

marc([x]:= vizitat;

FOR fiecare nod k din L(x) DO

IF marc[k] = nevizitat THEN
SortTopologic (k) ;

writeln (x)

END; {SortTopologic}

e Tehnica utilizatd este perfect functionald deoarece la parcurgerea unui graf orientat
aciclic nu apar arce de tip “inapoi”.

® Se considera momentul la care cautarea in adancime paraseste nodul x.

e Toate arcele care apar in padurea de arbori de cautare in adancime asociatd
grafului si care provin din nodul x, sunt sau arce “de arbore”, sau arce de tip
"Inainte”, sau arce de "trecere".

e Toate acest arce sunt insd directionate spre noduri a caror vizita s-a incheiat si in
consecintd, evidentierea lor precede evidentierea lui x in cadrul ordinii care se
construieste.

12.6. Componente puternic conectate

e O componenta puternic conectata a unui graf orientat este o submultime de noduri ale
grafului 1n care existd un drum de la oricare nod al multimii la oricare alt nod
apartinand aceleeasi multimi.

® Fie G= (N, A) un graf orientat.

e Se partitioneazd multimea N a nodurilor grafului G in clase de echivalentd
Ni, (1<i<r), pe baza urmatoarei definitii a relatiei de echivalenta:

® Nodurile x si y sunt echivalente daca si numai daca exista un drum de la nodul
x lanodul y si un drum de la nodul y la nodul x.

® FieA;, (1<i<r) multimea arcelor ale caror surse si destinatii apartin multimii N;.

e QGrafurile G;= (N3, A;) se numesc componentele puternic conectate ale grafului G,
sau mai simplu componente puternice.

e Un graf orientat care constd dintr-o singura componenta puternicd se numeste puternic
conectat.

e In figura 12.6.a apare un graf orientat (a), care contine doud componente puternice (b).
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Fig.12.6.a. Componente puternic conectate si graful redus al unui graf orientat

e Se face precizarea cd fiecare nod al unui graf orientat apartine unei componente
puternice dar exista arce care nu apartin nici unei componente.

e Astfel de arce se numesc arce de “transfer” si ele conecteaza noduri apartinand
la componente puternice diferite.

® Considerand componentele puternice drept noduri §i reprezentdnd interconexiunile
dintre componentele puternice ale uni graf G, respectiv reprezentand arcele de transfer,
se obtine graful redus al grafului G.

® Nodurile grafului redus sunt componentele puternice ale grafului orginal.

e In graful redus apare un arc de la componente C; la componenta C; daca in
graful origine G existd un arc ce leagd un nod apartinand lui C; cu un nod
apartinand lui Cj.

e Graful redus este intotdeauna un graf orientat aciclic, deoarece dacd ar contine
vreun ciclu, atunci toate componentele din acel ciclu apartin unei aceleeasi
componente puternic conectate, element ce ar evidentia faptul cd determinarea
componentelor puternice pentru graful original s-a realizat defectuos.

e Infigura 12.6.1. (c) apare graful redus al grafului orientat din fig. 12.6.1. (a).

® In continuare se vor prezenta doi algoritmi pentru determinarea componentelor puternic
conectate ale unui graf orientat, ambii bazati pe tehnica cautarii in adancime.

12.6.1. Algoritmul lui Kosaraju-Sharir

e Algoritmul pentru determinarea componentelor puternic conectate ale unui graf orientat
G care va fi prezentat in continuare, a fost sugerat in anul 1978 de R.Kosaraju
(nepublicat) si publicat in anul 1981 de catre Sharir, motiv pentru care va fi denumit
algoritmul Kosaraju—Sharir.

® Algoritmul Kosaraju—Sharir consta din urmatorii pasi:

® (1) Se realizeaza o traversare prin cautare in adancime a grafului G si se
numeroteazd nodurile in ordinea terminarii apelurilor recursive corespunzatoare
lor.

e Acest lucru se poate realiza, spre exemplu, numerotdnd nodul x dupa
linia [5] aprocedurii Caut InAdancime din secventa [12.4.1.a].



® (2) Se construieste un nou graf orientat Gr, inversand sensul tuturor arcelor
grafului original G.

® (3) Se realizeaza o traversare prin cdutare in adancime in graful Gr, Incepand cu
nodul care are numarul cel mai mare conform numerotarii de la pasul 1.

® Daca aceasta traversare nu acopera toate nodurile, se lanseaza
urmatoarea traversare incepand cu nodul care are numarul cel mai mare
dintre nodurile neparcurse Inca.

e Se continua in aceeasi manierd pana la epuizarea tuturor nodurilor.

® (4) Fiecare arbore de cautare in adancime al padurii care rezultd, este o
componentd puternic conectata a grafului G.

e In figura 12.6.1.a este ilustratd aplicarea algoritmului Kosaraju-Sharir asupra grafului

orientat (a).
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Fig.12.6.1.a. Determinarea componentelor puternic conectate ale unui graf orientat

e Astfel, dupa traversarea grafului incepand cu nodul a si continudnd cu b, se obtine
arborele de cautare in adancime si numerotarea nodurilor din fig. 12.6.1.a. (b).

e Inversand sensurile arcelor grafului original, rezulta graful Gr (fig.12.6.1.a. (¢)).

[

In continuare, realizand o traversare prin cautare in adancime a lui Gr rezultd padurea
din aceeasi figura (d).

e Intr-adevar, traversarea Incepe cu nodul a, considerat ca radacind, deoarece a are cel
mai mare numar.

® Din a se ajunge la nodul c si la nodul b.

e Urmatorul arbore de cautare in adancime are radacina d, deoarece d este nodul
cu numarul cel mai mare dintre cele ramase neparcurse.

e Fiecare arbore al acestei paduri formeaza o componentd puternic conectatd a grafului
orientat original G.



12.6.2. Algoritmul lui Tarjan

e (O altd metoda ingenioasa de determinare a componentelor puternic conectate ale unui
graf orientat a fost publicatd de R.E. Tarjan in anul 1972.

e Metoda se bazeaza tot pe tehnica cautarii in adancime si o varianta de implementare a
sa apare in secventa [12.6.2.a] in forma functiei Tarjan.

® [n legatura cu aceastd secventa se fac cateva precizari.

e (1) Graful se considera reprezentat printr-o structurd de adiacente implementata
cu ajutorul listelor inlantuite simple.

® (2) Functia Tarjan prezentata, utilizeaza variabila min pentru a determina cel
mai inalt nod care poate fi atins prin intermediul unui arc de tip “Inapoi”, pentru
orice descendent al nodului k pe care il primeste ca si parametru.

® Acest lucru este realizat intr-o maniera similard functiei care determina
componentele biconexe ale unui graf (secventa [10.5.2.3.a], capitolul
10).

FUNCTION Tarjan (k: integer): integer;
{Determinarea componentelor puternice }

VAR t: legatura;
m,min: integer;

BEGIN
id:= id + 1; marc[k]:= id; min:= id;
Stivalpl:= k; p:=p + 1;
t:= Stradj[k];
WHILE t <> z DO

BEGIN [12.6.2.a]
IF marc[t”.nume] = 0 THEN
m:= Tarjan (t”.nume) ;
ELSE

m:= marc[t”.nume];
IF m < min THEN
min:= m;
t:= t7.urm
END;
IF min = marc[k] THEN
BEGIN
REPEAT
p:= p - 1; write(nume (Stivalpl)):
marc[Stival[p]]= N+1
UNTIL Stivalp] = k;

writeln
END;
Tarjan:= min;

END; {Tarjan}



® In plus insd, valoarea min determinatd, este utilizata si la evidentierea componentelor
puternic conectate.

e In acest scop se utilizeazd o stivd implementati ca un tablou Stiva controlati de
indicele p.

e In aceasti stivd se introduc numele nodurilor pentru care este apelati functia
Tarjan imediat dupa intrarea in apel, acestea urmand a fi afisate prin extragere
din stiva dupa vizitarea ultimului membru al componentei puternic conectate
determinate.

e Elementul esential al determindrii este verificarea min=marc[k] efectuatd la
terminarea apelurilor recursive;

® Daca testul conduce la valoarea de adevar, se afiseaza toate nodurile din stiva
intrucat ele apartin aceleeasi componente puternic conectate ca si nodul k.

® Acest algoritm poate fi insa adaptat sa realizeze prelucrari mult mai sofisticate decat
simpla afisare a componentelor puternic conectate.

e Fiind bazat pe tehnica cautdrii in adancime, in grafuri reprezentate prin structuri de
adiacente, algoritmul lui Tarjan obtine o performanta de ordinul O(n+a).

® Interpretarea executiei algoritmului lui Tarjan este urmatoarea.

® (1) Unnod x care nu are descendenti sau legaturi de tip Tnapoi in arborele de
cautare in adancime, determind o componenta puternic conectata.

® (2) Daca un nod x are un descendent in arborele de cautare in adancime din care
porneste un arc de tip “inapoi” spre x si nu are nici un descendent din care sa
porneasca vreun arc de tip "inapoi" spre vreun nod situat deasupra lui x in
arborele de cautare In adancime, atunci nodul x impreuna cu toti descendentii sai
(cu exceptia acelor noduri care satisfac proprietatea 1°, a nodurilor care satisfac
proprietatea 2° si a descendentilor lor), determind o componentd puternic

conectata.

® (3) Fiecare descendent y al nodului x care nu satisface nici una din cele doua
situatii mai sus precizate, are descendenti care sunt sursa unor arce de tip
“Inapoi” care ajung la noduri mai inalte ca x in arborele de cautare in adancime.

® Pentru un astfel de nod, existd un drum direct de la x la y rezultat din
parcurgerea arborelui de cautare In adancime.

® Mai existd Tnsa un drum de la nodul y la nodul x care poate fi determinat
coborand in arbore de la y in jos pand la nodul descendent de la care
printr-un arc de tip “Inapoi” se ajunge la un strdmos al lui y si apoi
continuand in aceeasi maniera, se ajunge pana la x.

® Rezultd ca nodul y apartine aceleeasi componente puternic conectate ca
si nodul x.

® Aceste situatii pot fi urmarite in figura 12.6.2.a care reprezintd padurea de arbori de



cautare n adancime (b) corespunzatoare grafului orientat (a).

Fig.12.6.2.a. Graf orientat (a) si pddure de arbori de cautare in adancime asociata (b)

e Nodurile B si K satisfac prima situatie, astfel incat se constituie ele insele in
componente puternice ale grafului.

e Nodurile F (reprezentand pe F,E si D), H (reprezentdnd pe H si I) si A
(reprezentand pe A, G, J, L, M si C) satisfac a doua situatie.

® Membrii componentei evidentiate de A au fost determinati dupa
eliminarea nodurilor B,K si F si a descendentilor lor care apar in
componentele puternice stabilite anterior.

® Restul nodurilor se incadreaza in situatia a treia.

® O subliniere foarte importanta este aceea ca odata un nod parcurs, el primeste in tabloul
marc o valoare mare (N+1), astfel incat arcele de “trecere” spre aceste noduri sunt
ignorate.



